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La plupart des unités de production d’électricité d’origine renouvelable déployées ces der-
nieres années sont par nature intermittentes. En ’absence de solution de stockage a grande
échelle, la production et la consommation d’électricité doivent étre constamment équilibrées
pour garantir la stabilité du réseau. Ce rdle, traditionnellement occupé par les centrales ther-
miques a flamme, tend de plus en plus a étre assuré par les centrales nucléaires. Ainsi, cette
these vise a améliorer la flexibilité des réacteurs nucléaires & eau sous pression afin de répondre
aux futurs besoins du réseau électrique. Pour ce faire, plusieurs systémes de contrdle du coeur du
réacteur ont été concgus en se basant sur des méthodes avancées du domaine de 'automatique,
a savoir la commande prédictive et la commande a gains séquencés. Un modele non-linéaire de
réacteur multi-mailles, destiné a la synthése de lois de commande, a notamment dii étre déve-
loppé. De complexité juste suffisante, il est bien adapté a des fins de prédiction court terme. La
solution finalement proposée comporte deux volets : 1) un systéme temps réel d’aide au pilo-
tage (brevet monde), qui fait désormais partie de 'offre commerciale de Framatome, et 2) une
solution de pilotage hiérarchique compatible avec les boucles de régulation de température exis-
tantes, dont les performances sont nettement accrues en termes de flexibilité et de respect des
contraintes opérationnelles, par rapport aux modes de pilotage actuels. Cette solution s’appuie

sur les techniques d’implémentation de commande prédictive non-linéaire les mieux adaptées.

VERSION EXPURGEE 9 diffusion compléte apres le 06/12/2033



VERSION EXPURGEE 10 diffusion compléte apres le 06/12/2033



ABSTRACT

Most renewable electricity generation units deployed in recent years are inherently inter-
mittent. In the absence of large-scale storage solutions, electricity production and consumption
must be constantly balanced to ensure grid stability. This role, traditionally played by fossil-
fired power plants, is increasingly being filled by nuclear power plants. Hence, this thesis aims at
enhancing the flexibility of pressurized water nuclear reactors to meet future grid requirements.
To achieve this, several core control systems have been designed based on advanced control me-
thods, namely model predictive control and gain-scheduling control. In particular, a non-linear
multi-mesh reactor model, dedicated to the design of control laws, had to be developed. Its com-
plexity is well-suited to short-term predictions. The solution ultimately proposed is twofold :
1) a real-time operator assistance system (world patent), which is now part of Framatome’s
commercial offer, and 2) a hierarchical control solution compatible with existing temperature
control loops, whose performance is significantly enhanced in terms of flexibility and compliance
with operational constraints, compared with current core control systems. This solution relies

on the most relevant non-linear model predictive control implementation techniques.
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(*) un cycle, sous-entendu d’irradiation, correspond a la durée entre deux rechargement du combustible nucléaire :

en France, la durée d’un cycle est de 12 a 18 mois.
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INTRODUCTION

Contexte et problématique

En réponse au premier choc pétrolier de 1973, la France a fait le choix de réduire sa dépen-
dance énergétique aux énergies fossiles en produisant une électricité d’origine majoritairement
nucléaire. Un total de 56 réacteurs a eau sous pression, répartis dans 18 centrales nucléaires,
générent quotidiennement plus de 70 % de ’électricité en France [1].

La vitesse de rotation des machines tournantes synchrones connectées au réseau électrique
(alternateurs, turbines, moteurs) dépend de la fréquence de I'onde électrique qui les parcourt : la
vitesse de rotation augmente lorsque la fréquence augmente, et inversement. Comme il n’existe
encore aucun moyen de stocker ’énergie électrique & grande 1’échelle [1], [2], la seule fagon de
maintenir la fréquence du réseau autour de sa valeur de consigne (50+0.05Hz en Europe) est de
veiller a ce que la production et la consommation d’électricité soient constamment équilibrées :
a production constante, la fréquence augmente lorsque la consommation diminue et diminue
lorsque la consommation augmente. Si le déséquilibre de fréquence devient trop important, les
centrales électriques finiront par étre automatiquement déconnectées du réseau afin de préserver
I'intégrité de leurs équipements, ce qui pourrait entrainer une panne de courant généralisée [3],
[4]. Pour éviter que cela se produise, un nombre minimum de centrales électriques doivent étre
flexibles, c’est-a-dire capables d’ajuster leur production sur demande, de sorte a pouvoir contréler
la fréquence du réseau.

Dans la plupart des pays du monde, 1’équilibre entre la production et la consommation
d’électricité est assuré par des centrales thermiques a flamme, faciles & piloter mais alimentées
avec du combustible fossile (charbon, gaz, pétrole). Les centrales nucléaires, quand elles existent,
fournissent alors la base de la production électrique, en restant a puissance maximale sans tenir
compte de la demande. Ce mode d’exploitation est en effet le plus rentable sur le plan écono-
mique, car, contrairement aux centrales thermiques a flamme, les colts marginaux liés a ’achat
du combustible nucléaire sont négligeables par rapport aux cofits fixes liés a la construction,
la maintenance et la stireté de l'installation [5]. En revanche, lorsque la part du nucléaire est
prépondérante dans le mix énergétique d’un pays, I’équilibre offre-demande doit forcément étre
compensé par tout ou partie des centrales nucléaires. En France, par exemple, la production
électrique des centrales nucléaires est ajustée plusieurs fois par jours depuis les années 1980 [1].

Aujourd’hui, de nombreux pays cherchent & remplacer leurs centrales électriques a énergie

fossile par des sources d’énergie renouvelables afin de lutter contre le changement climatique et
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la hausse des prix de I’énergie. Or, la majorité des unités de productions d’électricité d’origine
renouvelable déployées ces derniéres années, telles que les éoliennes ou les panneaux photovol-
taiques, sont par nature intermittentes, donc difficilement pilotables [6]. De ce fait, les centrales
nucléaires sont de plus en plus amenées & participer au réglage de fréquence du réseau, notam-
ment lorsque les baisses de puissance des centrales a énergie fossile ne suffisent pas a compenser
le surplus d’électricité généré par les sources d’énergie renouvelables. Cela peut arriver, par
exemple, a la suite de mauvaises prévisions météorologiques, lors de journées excessivement ven-
teuses et/ou ensoleillées. De telles journées se traduisent généralement par l’apparition de prix
bas, voire négatifs, sur le marché de I’électricité, qui incitent les exploitants & diminuer rapide-
ment la puissance de leurs centrales. Malheureusement, cela n’est pas toujours possible, car la
flexibilité de la centrale nucléaire, autrement dit de ses réacteurs, peut étre limitée par le mode
de pilotage du ceeur.

L’objectif de cette theése est donc d’améliorer la flexibilité des réacteurs nucléaires a eau sous
pression afin de répondre aux futurs besoin du réseau électrique. Pour ce faire, plusieurs systemes
de commande du coeur ont été congus en se basant sur des méthodes avancées du domaine de
I’automatique, a savoir la commande prédictive et la commande & gains séquencés. La solution
proposée devra étre intelligible et de complexité limitée pour rester viable sur le plan industriel.
De ce fait, certains composants des modes de pilotage existants ne pourront pas étre remis en
cause. Les performances de la solution proposée seront comparées a celle du mode T, le dernier

mode de pilotage concu par Framatome & destination de ’'EPR.

Contributions

Une premiere contribution, d’ordre méthodologique, est d’avoir identifié et présenté en dé-
tails I’ensemble des étapes a suivre et des choix a effectuer pour concevoir un algorithme de
commande prédictive non-linéaire. La démarche a été de montrer qu’il n’existe pas de recette
miracle et que chaque brique utilisée pour mettre en place ’algorithme vient avec son lot de dif-
ficultés. En particulier, il est important de retenir que la polyvalence de la commande prédictive
permet certes de résoudre des problemes habituellement compliqués a traiter en automatique,
notamment le controle des systémes multivariables, non-linéaires et/ou a retard, mais nécessite
en contrepartie de maitriser de nombreuses notions théoriques et outils numériques issus de dis-
ciplines différentes (automatique, modélisation physique, analyse numérique, optimisation) pour
que l'algorithme obtenu fonctionne efficacement en pratique.

Une deuxieme contribution, d’ordre technique, est d’avoir repris et amélioré les travaux

réalisés dans la these précédente :

1) Le modele de réacteur point utilisé pour concevoir, régler et tester les systémes de com-

mande a été transformé en modele de réacteur multi-mailles afin de représenter plus fi-
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delement le comportement du déséquilibre axial de puissance du cceur. En conséquence,
I'ordre du modele a été triplé, celui-ci étant passé de 12 a 37 variables et équations d’état,
ce qui complexifie forcément la conception des systémes de commande.

Une seconde version du controleur a gains séquencés de type proportionnel-intégral a
été mise au point a partir du nouveau modele de réacteur multi-mailles. La formulation
mathématique du probleme Hy/H, utilisé pour régler les gains a été affinée et clarifiée,
et les phases d’interpolation et de réglage des gains ont été fusionnées.

L’algorithme de commande prédictive non-linéaire a été entiérement remanié en s’appuyant
sur la méthodologie décrite dans la these. Le principal défi a été de diminuer le temps de
résolution du probleme d’optimisation. Pour ce faire, ’ordre du modele de réacteur multi-
mailles embarqué dans ’algorithme a été réduit en négligeant le comportement transitoire
des variables d’état rapides par rapport aux grandeurs d’intéréts. De méme, le probléme
de commande optimale a été transcrit en utilisant une méthode simultanée basée sur un
schéma d’intégration numérique de type collocation. Enfin le probleme d’optimisation ob-
tenu a été résolu en faisant appel au solveur IPOPT inclus dans la boite outils CasADi. Cette
derniére permet de calculer efficacement les matrices Jacobienne et Hessienne du probleme
par différentiation algorithmique et de renvoyer leur structure au solveur d’optimisation
grace a des techniques de coloration de graphe. Un schéma de compensation du délai a
néanmoins di étre ajouté a 'algorithme de commande prédictive pour tenir compte du

temps de calcul de la commande.

La troisieme contribution, d’ordre technique, est de proposer un systeme de commande du

ceeur crédible sur le plan industriel, dont les performances sont supérieures a celle du mode T,

le dernier mode de pilotage congu par Framatome. Le probleme, en apparence similaire a celui

de la theése précédente, est en réalité beaucoup difficile a résoudre, car les exigences spécifiées

par Framatome ont depuis lors été durcies :

la régulation de température du mode T doit obligatoirement étre incluse dans ’architec-
ture finale pour ne pas compleétement remettre en cause 1’existant.

le programme d’insertion du groupe Ppank, qui permet de contréler indirectement la capa-
cité de retour en puissance de la turbine, ne doit plus étre utilisé.

les limites d’insertion des groupes de grappes doivent étre respectées en début et en fin de
vie du cycle d’irradiation du combustible.

le systéme de commande doit permettre a la turbine de remonter rapidement, a une vitesse
de 5 %PNmin~!, & sa puissance nominale en début et en fin de vie du cycle d’irradiation.

le systéeme de commande doit étre capable de fonctionner en temps réel.

Le systéeme de commande obtenu s’inspire grandement de la solution hiérarchisée proposée dans

la theése précédente et a été élaboré en combinant la boucle de régulation de température du

mode T avec un algorithme de commande prédictive non-linéaire. Le réle de la boucle de ré-
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gulation de température est de garantir que la grandeur d’intérét la plus critique en termes de
stireté, a savoir la température moyenne du circuit primaire, reste a l'intérieur du domaine de
fonctionnement autorisé en dépit des incertitudes de modele et des perturbations non mesu-
rables. Cette partie du systeme de commande remplace le régulateur a gains séquencés de type
proportionnel-intégral de la theése précédente. Le role de l'algorithme de commande prédictive
non-linéaire est d’assister la régulation de température moyenne, en fournissant une action anti-
cipatrice « feedforward » au systéme, et de contrdler le déséquilibre axial de puissance du coeur,

le tout en tenant compte les contraintes du cahier des charges.

Plan du manuscrit

Le manuscrit est composé de 3 chapitres, introduction et conclusion exclues :

— Le chapitre 1 présente de fagon détaillée I’ensemble des concepts théoriques et pratiques
a maltriser pour concevoir et régler un algorithme de commande prédictive. Les diffé-
rentes étapes méthodologiques a suivre pour mettre en place I'algorithme apparaissent

dans 'ordre chronologique.

— Le chapitre 2 commence par rappeler les notions physiques essentielles a la compréhension
du modele de réacteur multi-mailles développé pour concevoir les systémes de commande
du cceur. Les équations différentielles du modele sont ensuite déterminées unes par unes,

avant d’étre mises sous forme d’état non-linéaire.

— Le chapitre 3 est consacré a 1’élaboration des systemes de commande du coeur. Les travaux
préliminaires, ayant permis d’aboutir a la solution proposée, sont d’abord résumés. Puis,
le cahier des charges a respecter et la solution proposée sont ensuite présentés. Enfin, les

résultats obtenus en simulation sont comparées a ceux du mode T.
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CHAPITRE 1

METHODOLOGIE DE CONCEPTION DE
LOIS DE COMMANDE PREDICTIVE

1 Introduction du chapitre

L’engouement que suscite la commande prédictive dans le domaine de I'automatique depuis
le début des années 2000 s’explique facilement par ses nombreux atouts. Tout d’abord, le ré-
glage d’un algorithme de commande prédictive requiert principalement de se concentrer sur la
modélisation du systéme a réguler et sur la formulation du probleme d’optimisation associé,
contrairement aux méthodes conventionnelles qui nécessitent de s’attarder longuement sur la
définition et le réglage de chaque bloc fonctionnel du controleur (filtres, gains, hystérésis, satu-
rations, etc.). L’accent est donc directement porté sur le besoin réel (le systéme et le probléeme
a résoudre) plutot que sur la solution (I’architecture du contréleur), ce qui permet a la mé-
thode de rester tres intuitive, donc facilement paramétrable pour un ingénieur non spécialisé. La
polyvalence de la commande prédictive permet également de traiter de nombreuses situations
habituellement compliquées a gérer en automatique. En effet, 'avantage de calculer la com-
mande en résolvant un probleme d’optimisation est de pouvoir facilement prendre en compte les
contraintes et les retards qui s’appliquent sur le systeme a réguler, ce dernier pouvant étre non-
linéaire et/ou multivariable (c’est-a-dire comportant plusieurs entrées et plusieurs sorties). Cette
méthode est donc particulierement adaptée au pilotage des centrales nucléaires, celles-ci étant
intrinsequement non-linéaires, multivariables, soumises a des contraintes et a divers retards.
Enfin, le caractere optimal de la commande prédictive lui permet de surpasser les systemes de

commande classiques sur le plan de la performance.

Néanmoins, bien que la commande prédictive soit simple a appréhender d’un point de vue
théorique, elle reste difficile a déployer en pratique. Un premier obstacle est que le calcul de la
loi de commande prédictive nécessite de résoudre périodiquement et en temps réel un probléme
d’optimisation sous contraintes. En comparaison, le calcul d’une loi de commande convention-
nelle requiert simplement d’évaluer les blocs fonctionnels du contréleur la définissant. Un second
obstacle est que la méthode se situe au croisement de plusieurs disciplines (automatique, mo-

délisation physique, analyse numérique, optimisation) chacune étant complexe a maitriser. Par
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ailleurs, certains verrous théoriques persistent et peuvent limiter son application pratique. En
particulier, la question de la robustesse de ’algorithme face aux perturbations non prévisibles
et aux erreurs de modélisation reste, a ’heure actuelle, encore ouverte. De plus, I'algorithme a
besoin d’avoir acces a ’ensemble des variables d’état du modele pour fonctionner correctement.
Or, comme ces dernieres ne sont pas toujours toutes mesurables, sa mise en place doit souvent
s’accompagner de celle d’un estimateur d’état, ce qui souleve davantage de questions quant a la

robustesse du schéma de régulation global.

2 Généralités en commande prédictive

2.1 Modélisation des systemes dynamiques contrélés

Afin de déterminer les futures actions & envoyer au systéme réel, I'algorithme de commande
prédictive doit, par définition, étre capable de prédire son évolution dans le temps. Pour ce faire,
la premiere étape est de décrire le comportement du systeme a ’aide d’un modele mathématique.
Ce dernier peut étre obtenu soit de maniere théorique, par raisonnement physique, soit de
maniere expérimentale, a partir des mesures et observations collectées sur site, soit par une
combinaison des deux approches. En commande prédictive, le modeéle est fréquemment représenté
sous forme d’état non-linéaire a temps discret. Le choix retenu dans cette these est de partir
d’une représentation d’état a temps continu, plus proche du monde physique, et de la convertir

ensuite en temps discret. En général, ce type de modeles peut s’écrire de fagon implicite [7]-]9] :

F(%(t),x(t),u(t)) =0, (L.1)

ol F:R™ x R™ x R™ — R™ est une fonction supposée ici au moins de classe C? sur son
ensemble de définition, qui dépend du vecteur d’état x(t) € R™, de sa dérivée temporelle
x(t) € R™, et du vecteur de commande u(t) € R™. En outre, il arrive parfois que la fonction
F(t,%x(t),x(t),u(t),p) dépende explicitement du temps ¢ € R>g et/ou d'un vecteur de para-
metres constants p € R™. Dans ce cas, il est toujours possible de revenir a 1’écriture implicite

(1.4) en augmentant la taille du vecteur d’état :

x(t) x(to) x(t)
Vitg >0, Vi > 1y, Xaug(t) = 1 , et Xaug(t0> = to = Xaug(t> = t . (1.2)
0 P P

A noter toutefois que cette astuce est surtout employée pour conserver une notation uniforme
dans tout le manuscrit, et qu’il sera généralement plus efficace, sur le plan numérique, de réserver
un traitement particulier a ces parametres additionnels. De méme, si le modele admet une

position d’équilibre (Xeq, Ueq) € R™ x R™ vérifiant, par définition, F(0,Xcq, Ueq) = 0, alors
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celle-ci peut étre systématiquement ramenée a 1’origine (0, 0) via un changement de variable :

~ /. . X(t) = x(t) — Xeq
F(;c(t),sa(t),ﬁ(t)) = F(i(t),fi(t) + Xeq, 0(E) + ueq), avec : ﬁit; _ ug; . (1.3)

Pour un signal de commande u:R>y — R™ donné, il est possible de calculer de facon déter-
ministe la trajectoire de I'état x:R>o — R"* du modele a n’importe quel instant ¢ > ¢y en

résolvant le probleme de Cauchy :

F(%(t),x(t), u(t)) = 0, x(to) = o, (1.4)

ou xg € R™ est ’état du modele a l'instant initial ¢y > 0. En un sens, I’état constitue donc
la mémoire du passé du modele, puisqu’il suffit de connaitre sa valeur & un instant fixé pour

déterminer son évolution future a partir du signal de commande.

Lorsque la matrice Jacobienne OF /0% est inversible, le modeéle est composé uniquement
d’équations différentielles ordinaires. Dans cette situation, il est beaucoup plus courant d’utiliser
I’écriture explicite :

X(t) = f(x(t), u(t)), x(to) = X0 , (1.5)

ou f:R"™ x R™ — R™* est la fonction d’évolution du modele. En revanche, si la matrice Jaco-
bienne 0F /0% n’est pas inversible, alors le modeéle contient a la fois des équations différentielles
ordinaires et des équations algébriques. Ces modeles, dits descripteur, sont une extension de
ceux représentés sous forme d’état auxquels ont été ajoutées des lois de conservations, des rela-
tions empiriques ou des contraintes géométriques. Dans ce contexte, le vecteur x(t) € R™ est
renommé vecteur de description, car certaines de ses composantes ne sont plus des variables
d’état mais des variables algébriques. Quand la distinction entre les deux types de variables est

évidente, il est souvent préférable d’exprimer le modele descripteur sous forme semi-explicite :

(
(

Xd(to) = X4,0,

%a(t) = fa(xa(t), xa(t), u(t))
0 = fa (xa(t). xa(1), u(t)) (1.6)

Xd
Xd

ol la fonction fg:R™ x R™ x R™ — R™ représente les équations qui décrivent explicitement
I’évolution de I'état x4(t) € R du vecteur de description x(t) = [xq(t)" xa(t)7]7, et ol la
fonction fy:R™ x R™ x R™ — R" représente les équations qui permettent de déterminer

implicitement sa partie algébrique x,(t) € R™. N’importe quel modeéle descripteur écrit sous
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forme implicite (1.4) peut se mettre sous forme semi-explicite (1.6) en posant :

Xq(t) = Xa(t)
0 = F(xa(t),xa(t), u(t)) - (1.7)

Xd(t0> = X0 -

Néanmoins, ce changement d’écriture est rarement recommandé, car il pourrait complexifier

inutilement les équations du modele.

Une notion importante pour caractériser les modeles descripteur est celle d’indice différen-
tiel [7]-[9]. L’indice, sous-entendu différentiel, d’un modele descripteur est le nombre minimum
vy € N de dérivations temporelles successives qu’il faudrait appliquer a ses équations algébriques
pour les transformer en équations différentielles ordinaires. Par exemple, le fait de dériver une
fois par rapport au temps les équations algébriques d’un modele descripteur écrit sous forme

semi-explicite (1.6) méne a l'expression :

_ Ofa

O0fa
0= 8de

S ka(t) + Sral). (1.8)

De ce fait, si la matrice Jacobienne 0f,/0x, est inversible, alors le modele descripteur (1.6) est
d’indice vg = 1, car I’équation différentielle ordinaire qui régit le comportement de ses variables

algébriques est simplement donnée par :

-1
salt) =~ [o02] (S + Gia)) = (s mh w0 00) . 1

Les modeles descripteur d’indice 1 sont donc tres proches des modeles d’état qui, par définition,
sont d’indice nul. En ce sens, I'indice donne une idée de la distance entre un modele descrip-

teur (1.6) et sa représentation d’état équivalente :

%a(t) = fa(xa(t), xa(t), u(t))
%a(t) = €y, (Xa(t), Xa(®), u(t), ..., ul(t)) (1.10)
x4(to) = Xa,0, Xa(to) = Xa,0,
ainsi qu’une mesure de la singularité de ses équations algébriques. Par conséquent, plus 'indice

d’un modele est élevé, plus ce dernier sera compliqué & manipuler. En particulier, pour les mo-

deles d’indice v4 > 1, la différentiation répétée des équations algébriques impose des contraintes
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supplémentaires :

0 = Lt (xalt) xa(t), u(r))

(1.11)
dra—1

0= —fa(xat), xa(t).u(t))
aux variables de leur représentation d’état équivalente (1.10). Ces contraintes, bien qu’invisibles
dans le modele d’origine (1.6), doivent malgré tout étre respectées a chaque instant ¢t > ¢y au
méme titre que les équations algébriques 0 = fa(xq(t),%Xa(t),u(t)). Cela implique notamment
de trouver des conditions initiales xq0 et xa0 cohérentes, c’est-a-dire qui vérifient I’ensemble
des contraintes du modele a t = to. Or, quand vg = 1, il suffit de déduire x5 des équations
algébriques 0 = f5(xq4,0,Xa,0, u(tp)) pour obtenir des conditions initiales cohérentes, puisque
I'état initial xq 0 peut étre choisi arbitrairement. Voila pourquoi, en pratique, la majorité des
schémas d’intégration numérique utilisés pour simuler les modeles descripteur se limitent a ceux

dont l'indice vaut 1 [10], [11].

2.2 Propriétés des modeles singulierement perturbés

Le fait de négliger certaines dynamiques d’'un modele d’état est une facon courante, en au-
tomatique, d’obtenir un modele descripteur. Cette simplification, habituellement justifiée par
une connaissance fine du comportement physique du systéme réel, peut étre formalisée mathé-
matiquement en s’appuyant sur la théorie des perturbations singulieres [12]-[17]. Un modele

singuliérement perturbé est un modele d’état de la forme :

Xq(t) t
exa(t) = fa (xa(t), xa(t), u(t), ¢) (1.12)

xd(to) = Xd,0, Xa(to) = Xa0,

= fa(xa(t), Xa(t), u(t), )
=1,

ol 0 < € < 1 est un petit parametre scalaire, de préférence sans dimension, pouvant étre négligé.
Etant donné que la dérivée temporelle des variables d’état Xa(t) € R™ est proportionnelle a
1/e > 1, ces derniéres ont tendance & évoluer bien plus rapidement que x4(t) € R™. Ainsi, X, (t)
correspond aux états rapides du modele, alors que xq(t) correspond a ses états lents. Lorsque
e — 0, les équations différentielles ordinaires qui décrivent I’évolution des variables d’état rapides

se transforment progressivement en équations algébriques :

0 = fa (X (1), % (1), u(t),0) , (1.13)

ol x3°(t) et x3°(t) sont les variables du modele descripteur obtenu en posant € = 0. D’apres le

théoreme des fonctions implicites, si les équations algébriques (1.13) admettent au moins une
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racine simple et que le modeéle descripteur associé est d’indice 1, alors il est possible d’exprimer

o0

Xa

(t) en fonction des autres variables :

x22(t) = P (xF (1), u(t)) . (1.14)

Le modele d’état réduit qui en découle :

%3 (1) = fa (x3 (1), 2 (xF (1), u(0)) u(0),0), x§ (t0) = xa0, (1.15)

est appelé modele lent, ou « modele quasi-statique », car il est obtenu en considérant que les
états rapides du modele singulierement perturbé (1.12) atteignent instantanément leur régime
permanent (1.14). Cependant, le fait de remplacer les états rapides par des variables algébriques
signifie qu’il n’est plus possible de choisir librement leur valeur initiale. Par conséquent, I'ap-
proximation quasi-statique Xa(f) ~ x3°(t) n’est pas valable a l'instant initial ¢¢, car il pourrait
y avoir un écart important entre X, (to) = Xa 0 et x3°(to) = P(Xd,0, u(tp)). Au mieux, xa(t) de-
vrait commencer par se rapprocher de x3°(¢) jusqu’a ce que la relation x,(t) ~ x3°(t) devienne
valide aprés un certain instant limite ¢, > tg. En revanche, il est raisonnable de s’attendre a
ce que x3°(t) soit toujours une bonne approximation de xq(t), puisque leurs valeurs initiales
xd(to) = x3(to) = xq,0 coincident parfaitement. Afin de pouvoir analyser plus en détail le
comportement transitoire des variables d’état au voisinage de tg, le temps est étiré grace au
changement d’échelle T := (t — ty)/e. En admettant que les variables d’état puissent étre appro-
chées uniformément a l'ordre 0 par un développement asymptotique composé de deux échelles

de temps :

xa(t) = x3(1) + x5 (1) + O (e),  xa(t) =xa(7) +x(t) + O (e), (1.16)

e—0 e—0

il est possible, a ’aide de la régle de dérivation en chaine :

dx(t) dx(1)dr dx(t)  dx(t) dt
= = == = 1.1
g & ou = T ar avec dt = edT, (1.17)

de réécrire le modele singulierement perturbé (1.12) comme suit :

(b(g’T(T) + exg (t) = efq (x?i(T) + x3(t), x2(7) + x2(t), u(t), 5)
)
d (;ET) +exg (t) =fa (xg(T) +x(), X0 (1) + x(1), u(t),g) (1.18)

x9(0) + X3 (t0) = Xa,0, Xa(0) + X (t0) = Xa, -
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ol t =ty + e71. Cette fois, lorsque ¢ — 0, la partie rapide x3(t) des états lents xq(t) devient

nulle :
x5 ()

dt

ce qui est parfaitement logique, puisque la réponse temporelle de xq4(t) dépend principalement

=0, x3(0)=0 = xY%(1) = 0 pour tout >0, (1.19)

de celle de sa partie lente x3°(¢). De ce fait, 1'évolution de la partie rapide x4 () des états rapides

Xa(t) est décrite par le modele d’état réduit :

dx?(T)
drt

= fa (xa.0,X0(7) + ¢ (a0, ut0)), uto),0), X3(0) = Xa0 — ?(xap,ulte)). (1.20)

Ce modele est communément appelé « modele en couche limite », car il n’est valable que sur un
petit intervalle de temps [tg, tc] vérifiant t. —ty = O:—0(e). En effet, comme ¢ — 0, le temps étiré
T aura tendance a diverger treés rapidement vers 'infini si ¢ s’écarte trop de tg. Ainsi, les termes
x3(t) et x2(t), qui évoluent déja lentement dans I’échelle de temps standard, ont I'air presque
immobiles dans la nouvelle échelle de temps étirée. En particulier, ces derniers restent figés a
leurs valeurs initiales quand € = 0. Sous certaines hypothéses, il peut étre démontré que x(T)
décroit rapidement vers zéro au cours de 'intervalle de temps [to, c] et que, passée cette période,
la réponse temporelle des états rapides est similaire a celle de leur partie lente x3°(¢). Dans ce
cas, si € est suffisamment petit, le comportement du modéle singulierement perturbé (1.12) peut
étre d’abord approché par le modele en couche limite (1.20) en régime transitoire, puis par le

modele quasi-statique (1.15) en régime permanent.

2.3 Formulation du probléme de commande optimale

x(t),u(t) t),u(t)

X(
N

Y

At tr

FIGURE 1.1 — Deux stratégies de commande optimales : 'une en temps, 'autre en énergie.
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La prochaine étape, apres avoir obtenu un modeéle mathématique du systéme a réguler, est de
formuler le probléme de commande optimale. L’objectif d’un probleme de commande optimale
est de trouver une loi de commande qui, sur un intervalle de temps donné, dirige I’état du modele

le long d’une trajectoire minimisant un critére de performance :

i
gy ot (X(')’u(')) = ‘/}(X(tf)) +/L(X(T),u(7)) dr
sous contraintes : V7 € [to, tf] F(X(T),X(T),u(T)) =0, x(to) = xo. (1.21)

Le premier terme V;:R"™ — R, appelé cotit terminal, pénalise uniquement ’état a I'instant
final 7, tandis que le second terme L : R"* x R"™ — R, appelé cofit de fonctionnement, pénalise
la commande et I’état entre tg et t;. Le cofit de fonctionnement représente I'effort nécessaire (écart
par rapport a une référence, énergie dépensée, temps écoulé, etc.) pour passer de I’état initial
a ’état final. Cela suppose, bien évidemment, qu’il existe un signal de commande capable de
déplacer I’état du modele de x(tg) & x(tr) dans le temps imparti. Le colit terminal, quant & lui,
sert généralement a guider ’état final vers une région particuliere de ’espace d’état. Ce terme

disparait de la fonction cotit lorsque le probleme de commande optimale est & horizon infini :

+00
x(I.n)}un(') Jo (X(),u()) = / L(X(T),U(T)) dr
sous contraintes : V7 € [tg, +00), F(X(T),X(T),u(r)) =0, x(tp) = %o (1.22)

L’intérét de choisir une fonction cofit avec un horizon de temps infini est que, si le modele ad-
met une position d’équilibre (Xeq, Ueq) € R™ X R™ et que le colit de fonctionnement vérifie
L(Xeq,Ueq) = 0 et L(x,u) > 0 pour tout (x,u) # (Xeq,Ueq), alors la loi de commande op-
timale qui en découle stabilise asymptotiquement le modele en boucle fermée. En effet, dans
ces conditions, le seul moyen de faire converger la fonction coflit est que le modele atteigne sa
position d’équilibre et y reste par la suite. Toutefois, encore faut-il réussir a trouver une solution
au probléme a horizon infini (1.22), ce qui devient rapidement impossible lorsque le modele est

non-linéaire et/ou soumis a de nombreuses contraintes.

En plus des contraintes de stabilité et d’évolution du modele, d’autres peuvent étre ajou-
tées au probleme de commande optimale pour tenir compte, par exemple, du fait que le si-
gnal de commande est limité par les caractéristiques physiques des actionneurs ou que cer-
taines variables d’état doivent rester dans un domaine de fonctionnement précis. Quand les
contraintes sur I’état et sur la commande sont bien séparées, ’ensemble X C R™* représente
celles qui s’appliquent sur 1’état et I’ensemble U C R™ représente celles qui s’appliquent

sur la commande. En revanche, quand elles sont liées, les contraintes qui s’appliquent sur

VERSION EXPURGEE 38 diffusion compléte apres le 06/12/2033



2. Généralités en commande prédictive

I’état et sur la commande doivent étre représentées d’un seul tenant par I’ensemble mixte
Y = {(x,u) e R xR™ |x € Xet ue Ux)}, avec X = {x € R™ |U(x) # 0} et U(x) :=
{u e R™ | (x,u) € Y}. L’ensemble mixte se réduit simplement au produit cartésien Y = X x U
quand les contraintes sont séparées. Enfin, lorsque cela a du sens, les contraintes qui s’appliquent
sur I’état final sont représentées par 'ensemble X; C X. Avec toutes ces contraintes supplémen-

taires, le probléeme de commande optimale (1.21) devient :

tr
Jmin g (x(0).u0)) = Vi (x(t) + / L(x(r).u(r)) dr
V7 € [to, 4], F(%(r),x(7),u(r)) = 0, x(to) = x9
sous contraintes : { V7 € [to, tf), (x(7),u(¢)> ey (1.23)
X(tf) S Xf .

Etant donné que la trajectoire d’état x : R>p — R™ est entierement déterminée par le signal de
commande u:R>¢ — R" et par les contraintes d’évolution du modele, le probleme de commande

optimale (1.23) peut également s’écrire :

t
11111(11)1 Jlto.45] (xo,u(-)) = Vf(xu(tf;xo)) +t/L(Xu(T§XO)au(T)) dr

sous contraintes : V1 € [to, tf), (Xu(T; X0), u(7)> €Y et xu(ty; x0) € X¢
F(x(7),x(7),u(r)) = 0

X(to) = X0 -

oll, pour tout 7 € [to, tf], xu(7;X0) est la solution de : (1.24)

La seule différence entre les formulations (1.23) et (1.24) vient de la maniére dont la trajectoire
d’état et les contraintes d’évolution sont intégrées au probleme. Dans la premiére formulation, la
trajectoire d’état est vue comme une variable de décision qui doit respecter les contraintes d’évo-
lution du modele contrdlé par le signal de commande. Cette formulation est plutot privilégiée
pour traiter la question de la résolution numérique du probleme, car les contraintes d’évolution
y apparaissent explicitement. Dans la seconde formulation, la trajectoire d’état n’est plus une
variable de décision du probléme, mais résulte implicitement de ’action de la commande sur
le modele. Cette formulation est mieux adaptée pour analyser les propriétés de la loi de com-
mande, car les contraintes d’évolution sont prises en compte en dehors du probléme. A noter
que le probléme de commande optimale est paramétrique en la valeur initiale de 1’état, puisque

les contraintes d’évolution de (1.23) et la fonction coiit de (1.24) dépendent toutes les deux du
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parametre xg. Il en est donc de méme pour la fonction cotit optimale :
Tiouy) (%0) = 10 i gy (x0,u()) - (1.25)

et pour la loi de commande optimale associée :

ufy, (75 %0) = argmin (x0,u()), ot 7 € [to, 1) . (1.26)
al-

Cependant, la nature de cette derniére (boucle ouverte ou boucle fermée, temps discret ou temps

continu) change en fonction de la méthode employée pour résoudre le probléeme. Pour rappel,

une loi de commande optimale en boucle ouverte ne dépend que d’un état initial spécifique, alors

qu’une loi de commande optimale en boucle fermée dépend d’un ensemble d’états initiaux.

| Probleme de commande optimale |

| Loi de commande en boucle ouverte | | Loi de commande en boucle fermée |

| Méthodes directes | | Méthodes indirectes | | Programmation dynamique | | Hamilton-]Jacobi-Bellman |

A
| Commande prédictive |

FIGURE 1.2 — Méthodes utilisées pour résoudre un probleme de commande optimale.

Actuellement, trois types de méthodes existent pour résoudre un probléme de commande
optimale [8], [9], [18], [19] : 1) la programmation dynamique, qui s’appuie sur le principe d’op-
timalité de Bellman pour résoudre récursivement le probléeme en le décomposant en plusieurs
sous-problémes ; 2) les méthodes indirectes, qui se basent sur le principe du maximum de Pon-
tryagin pour trouver une solution potentielle au probleme a partir des conditions nécessaires
d’optimalité ; 3) les méthodes directes, qui discrétisent le signal de commande et la trajectoire
d’état pour transcrire le probléme de commande optimale en un probleme d’optimisation nu-
mérique. La programmation dynamique est la seule méthode qui permette d’obtenir une loi de
commande en boucle fermée minimisant globalement la fonction colit. Néanmoins, cette méthode
est rarement employée en pratique, car elle nécessite soit de résoudre une équation aux dérivées
partielles potentiellement non-linéaire, soit de stocker et de tabuler le résultat de chaque sous-
probleme en fonction de toutes les valeurs possibles du vecteur d’état. Les méthodes indirectes,
d’autre part, sont plus faciles & mettre en place, puisque les conditions nécessaires d’optimalité
se ramenent a un probléme aux limites constitué d’équations différentielles ordinaires. En re-

vanche, la loi de commande qui en résulte est exprimée en boucle ouverte, et son optimalité doit
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étre vérifiée a posteriori. De plus, le probleme aux limites a tendance a étre trés mal conditionné,
et devient difficile a résoudre en présence de contraintes sur 1’état. Enfin, les conditions néces-
saires d’optimalité doivent étre redéterminées analytiquement chaque fois que le probléme de
commande optimale est modifié. Face a tous ces inconvénients, les méthodes directes choisissent
de renoncer a résoudre les conditions d’optimalité pour s’attaquer de front au probleme de com-
mande optimale. Ce dernier est alors transformé en un probléme d’optimisation numérique, qui
pourra ensuite étre résolu par un solveur dédié. Pour ce faire, les variables de décision, la fonc-
tion cotit et les contraintes du probléme de commande optimale sont discrétisées a ’aide d’un
nombre fini de parametres. La perte de précision liée & la discrétisation est largement compensée
par le fait que cette approche est beaucoup plus flexible et intuitive que les deux autres. Cela

explique en partie pourquoi les méthodes directes sont les plus répandues de nos jours.

2.4 Définition de P’algorithme de commande prédictive
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FI1GURE 1.3 — Principe de base de la commande prédictive.

Le principal inconvénient des méthodes directes est que la loi de commande optimale ren-
voyée par le probleme d’optimisation s’exprime en boucle ouverte. Celle-ci ne peut donc pas étre
utilisée trop longtemps pour contréler le systéme réel, puisque cela reviendrait a supposer qu’il
se comporte exactement comme le modele. En revanche, de nombreux outils numériques sont
disponibles pour résoudre efficacement le probleme d’optimisation [9], [18], [20]-[24]. Par consé-
quent, I'idée de la commande prédictive [25]-[27] est de générer une loi de commande en boucle
fermée en recalculant régulierement, a différents instants, la loi de commande optimale en boucle
ouverte. Plus précisément, il s’agit de résoudre périodiquement et en temps réel le probleme de
commande optimale & horizon fini (1.24) par une méthode directe, en prenant soin de recaler
a chaque fois I’état initial du modele sur celui du systéme réel. La loi de commande prédictive

profite alors d’autant plus fréquemment de I'information fournie par les mesures que I'algorithme
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est relancé rapidement. Ainsi, pour éviter que le systeme reste en boucle ouverte pendant une
période prolongée, seule une partie de la loi de commande optimale est véritablement envoyée
entre deux itérations de l’algorithme. Le systéme ne peut toutefois pas étre constamment en
boucle fermée, car la vitesse d’exécution de ’algorithme est limitée par le temps de résolution
du probleme d’optimisation. Dans sa version standard, ’algorithme de commande prédictive

consiste a :

Algorithme de commande prédictive standard

1) Mesurer I'état x(t) du systeéme réel a I'instant courant ¢ > to.
2) Calculer la loi de commande optimale en boucle ouverte wi(-; x(t)) en résolvant, par

une méthode directe, le probléeme de commande optimale & horizon fini :

T

min JT(x(t),ﬁ(-)) = w(iu(T ; x(t))) + / L(iu(f;x(t)),ﬁ(ﬂ) dr

a(-)
0

sous contraintes : V7 € [0,7), (iu(T; x(t)),ﬁ(7‘)> €Y et Xu(T;x(t) € Xy

ou, pour tout 7 € [0, 7], Xu(7;x(t)) est la solution de :

(1.27)

Le trait suscrit permet ici de distinguer les variables utilisées par le modele interne du

controleur de celles mesurées sur le systeme réel.

3) Définir la loi de commande prédictive ur(t+7;x(t)) = @h(7;x(t)) pour tout 7 € [0,6),

ol 0 < d < 7T est la période au bout de laquelle est relancé ’algorithme.
4) Appliquer la loi de commande prédictive au systéme réel de ¢t a ¢ + 0.

5) Relancer I'algorithme & l'instant tpext =t + 0.

2.4.1 Réalisabilité récursive du probléme de commande optimale

Un des atouts de la commande prédictive est de pouvoir générer une loi de commande en
boucle fermée prenant directement en compte des contraintes sur I’état et sur la commande. Ces
contraintes doivent néanmoins étre ajoutées avec précaution et parcimonie, car elles peuvent
rendre le probleme de commande optimale difficile a résoudre, voire irréalisable. Il est donc
important de bien poser le probleme pour s’assurer que l'algorithme ne se retrouve pas sans

solution au moment d’envoyer la commande au systeme réel. Pour un état initial xg € X donné,
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I’ensemble des lois de commande admissibles est défini par :
Ur(xg) = {ﬁ:Rzo — U(xo) |[VT €[0,T), (iu(T; Xo),ﬁ(7)> €Y et Xu(T;x0) € X¢ } . (1.28)

Les loi de commandes admissibles sont celles qui permettent de respecter toutes les contraintes.
Pour que le probleme de commande optimale admette potentiellement une solution en partant
d’un état initial xg € X, il est nécessaire que I'ensemble d’admissibilité U7 (xg) soit non vide. De

ce fait, ’ensemble de réalisabilité du probleme est donné par :
Xr={x0 € X |Ur(xo) #0} . (1.29)

Cet ensemble correspond aux états initiaux pour lesquels il existe au moins une loi de commande
admissible. Autrement dit, il s’agit des états pouvant étre dirigés sur l'intervalle de temps [0, 7]
de fagon a respecter toutes les contraintes. Cependant, méme si xg € X7, rien ne garantit encore
que le minimum de la fonction cofit puisse étre atteint avec une loi de commande admissible.

Pour que cela soit possible, les hypotheses suivantes doivent étre satisfaites :

Hypothése 2.1. (Existence d’une solution au probléeme de commande optimale).
H1) Le modele admet une position d’équilibre (Xeq, Ueq) telle que F(0,Xeq, Ueq) = 0.

H2) Les points (Xeq, Ueq) €t Xeq appartiennent respectivement a 'intérieur des ensembles Y et

X¢. De plus, Y est fermé et Xy est compact. Enfin, U(x) est compact pour tout x € X.

H3) Le cott de fonctionnement L(-) est continu sur Y et vérifie L(x,u) > 0 pour tout (x,u) #
(Xeq, Ueq) €t L(Xeq; Ueq) = 0 sinon. De méme, le coiit terminal V;(-) est continfiment

différentiable sur Xy et vérifie V;(x) > 0 pour tout X # Xeq et Vj(xeq) = 0 sinon.

En effet, dans ces conditions, une solution au probléeme de commande optimale existe pour tout
xg € X7, car la fonction coit Jy(xp,-) est alors continue sur l’ensemble compact U (xg). Il
faudrait donc idéalement que les états mesurés a chaque itération appartiennent tous a l’en-
semble X pour étre siir que ’algorithme fonctionne toujours correctement. Pour cela, la loi de
commande prédictive py(-) doit étre capable de controler systeme réel de fagon que son état ne
sorte pas de I’ensemble de réalisabilité du probleme. En d’autres termes, il faut que X7 soit un

ensemble positivement invariant [28], [29] pour le systéme en boucle fermée :
V7 >0, x0 € X1 = xu4(7;%0) € X7, (1.30)

ol xu(+; Xg) est I'état obtenu en controlant le systeme réel avec la loi de commande prédictive
ur(-;xg) calculée en partant de xg. Dans ce cas, le probleme de commande optimale est dit réa-
lisable récursivement, car il suffit que celui-ci admette une solution au démarrage de I’algorithme

pour que cela reste vrai aux itérations suivantes.
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2.4.2 Stabilité en boucle fermée de loi de commande prédictive

Une autre point important est de veiller a ce que la loi de commande prédictive ne déstabi-
lise pas le systéme réel. Rigoureusement parlant, il est impossible de vérifier strictement que le
systeéme réel est stable en boucle fermée, puisqu’il n’existe aucun modele capable de le décrire
parfaitement. La loi de commande devra donc impérativement étre testée dans un environne-
ment réaliste, comme un simulateur pleine échelle ou un banc d’essai, avant d’étre installée sur
site. Cette phase de validation finale, habituellement tres cofliteuse en temps et en ressources,
n’arrive qu’apres avoir concu et réglé la loi de commande en bureau d’étude. Pour limiter au
maximum le cotit et la complexité du processus de validation, il est essentiel de se préoccuper de
la stabilité du systéme bouclé des les premieres étapes de conception. L’enjeu, pendant la phase
de conception, est de régler le contréleur de sorte a obtenir des garanties de stabilité avec un
modele du systeme. Ce modele de conception doit rester assez simple pour réussir a démontrer
mathématiquement sa stabilité en boucle fermée, tout en étant suffisamment représentatif du
comportement du systeme réel pour que cette preuve soit pertinente. Le besoin de trouver un
modele bien équilibré, remplissant simultanément ces deux conditions contradictoires, est encore
plus prononcé en commande prédictive, car celui-ci doit retourner des prédictions fiables sans al-
longer excessivement le temps calcul de la loi de commande. Deux approches différentes peuvent
étre employées pour assurer la stabilité du systéme bouclé en ’absence d’erreur de modélisation
et de perturbation [30]-[32]. Leur objectif commun est de chercher a montrer que la fonction
colt optimale :

Jr(xg) = u(-)eiIblffT(xo) JT(X(), u(-)), avec xg € X7, (1.31)

est une fonction de Lyapunov pour le systeme nominal en boucle fermée. Cela implique notam-

ment de prouver qu’elle décroit strictement d’une itération a l'autre de l'algorithme :
¥ € (0,T), Yxo € Xr, Ji(xu(d;%0)) < J7(x0). (1.32)

La premiere approche y parvient en se servant du cotit terminal V;(-) et/ou de ’ensemble des
contraintes finales Xy [33]-[36]. Dans ce contexte, le moyen le plus simple de stabiliser le systeme
nominal est de le forcer a atteindre sa position d’équilibre (Xeq,Ueq) & la fin de I'horizon de

prédiction en ajoutant une contrainte d’égalité finale [37]-[39] :
ill(lT? XO) = Xeq 5 (1.33)

au probléme de commande optimale (1.27). La loi de commande prédictive stabilise alors asymp-
totiquement le systéme nominal en boucle fermée et le probléeme de commande optimale devient
réalisable récursivement & partir du moment ou les hypotheéses (2.1) sont respectées. Toute-

fois, cette contrainte d’égalité finale peut également rendre le probléme irréalisable si jamais
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I’horizon de prédiction choisi est plus court que le temps requis pour atteindre I’équilibre. Une
fagon d’assouplir cette contrainte d’égalité est de la remplacer par une contrainte d’inégalité
contractante [40], [41] :

Vxg € X1, W(iu(T; Xg) — xeq) < AW (X0 — Xeq), avec v € (0,1), (1.34)

ou W(-) est une fonction définie positive sur R™. Néanmoins, ce type de contrainte nécessite
de modifier significativement ’algorithme de commande prédictive pour stabiliser le systéme
nominal en boucle fermée, puisque la contraction de la fonction W (-) ne survient qu’a la fin de
I'horizon de prédiction. En effet, méme si la contrainte contractante (1.34) est vérifiée, rien n’em-
péche d’avoir W (Xyu(6; X0) — Xeq) > YW (X0 — Xeq). De ce fait, relancer naivement ’algorithme
toutes les ¢ secondes ne permet pas de garantir que la fonction W () se contractera véritablement
T secondes plus tard. Pour que cela soit le cas, il faudrait soit appliquer la totalité de la loi de
commande optimale en boucle ouverte au systéme nominal, soit mémoriser le niveau de contrac-
tion a atteindre YW (xg — Xe¢q) d’une itération a I'autre de 'algorithme jusqu’a ce que la fonction
W (-) se contracte réellement, soit considérer I’horizon de prédiction 7" comme une variable de
décision du probléme. Etant donné qu'aucune de ces solutions n’est vraiment compatible avec
lalgorithme standard de commande prédictive, la contrainte d’égalité finale (1.33) est plutot
remplacée par un ensemble X; de contraintes finales auquel est associé¢ un coiit terminal Vj(-).
Ces deux parametres doivent étre choisis de maniere a respecter les hypotheses de base (2.1)

ainsi que les hypotheéses suivantes :

Hypotheése 2.2. (Stabilité nominale avec cotit terminal et contraintes finales).

H1) Pour tout x; € Xy, il existe une loi de commande uy : [0, 0] — U(xy) telle que :

Xu, (75 %7) € Xp

V7 e[0,6], { qv (1.35)
ditf (Xuf (13 Xf)) + L(Xuf (735 %f), uf(7)> <0
H2) Il existe deux fonctions af : R>p — R>q et ar :R>g = R>( de classe K telles que :
Vxr € Xp, Ve(xr) < oap(l|lx —x
€ Xy, Vi(xr) < o] eall) (1.36)

VxeX, YueUx), L(x,u) > ar(]|x — Xeql|)

Autrement dit, le colit terminal V;(-) doit étre une fonction de Lyapunov controlée, définie sur
I'ensemble positivement invariant controlé Xy, et les termes V(-) et L(-) de la fonction cotit
doivent étre respectivement majoré et minoré par une fonction de classe Ko,. Ces hypotheses
permettent a la fois de rendre le probléme de commande optimale réalisable récursivement et de

stabiliser asymptotiquement le systéme nominal en boucle fermée au point (Xeq, Ueq) avec X7
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comme région d’attraction.

Cependant, il n’est pas toujours évident de construire un cofit terminal V;(-) et un ensemble
de contraintes finales X; respectant les hypotheses (2.2). Pour contourner cette difficulté, la se-
conde approche se contente de trouver un horizon de prédiction suffisamment long qui garantisse
la réalisabilité récursive du probléme et la stabilité du systéme nominal en boucle fermée [42]-[45].

En revanche, les hypothéses utilisées sont bien plus compliquées a appréhender :
Hypotheése 2.3. (Stabilité nominale sans colit terminal ni contraintes finales).
H1) Il existe deux fonctions a; :R>¢p — R>g et az:R>9 — R>¢ de classe K telles que :

Vx € X, an(lx = Xeqll) < L7(x) < ez(lx = xeql) 00 () 3= inf Llxw). (137)
uec U(x

H2) 1l existe une constante v > 0 et un rayon r > 0 tels que :
VX € B(Xeq, 7) NX, J(x) < AL*(x), ol B(Xeq,7) = {x € R™ | ||x — x¢q]| <7} . (1.38)
H3) Pour tout horizon T" > 0 et tout niveau C' > 0, il existe une constante K > 0 telle que :

o € (0, 7], ¥x € leve(JF(x)), OL*(x) < KJ5(x), oit leve (J7(x)) = {x € X | J5(x) < C} .
(1.39)

Le premier point de (2.3) est similaire au deuxiéme point de (2.2) et permet de borner la
fonction cotit optimale. Le deuxiéme point implique que le systéme doit pouvoir étre dirigé assez
rapidement vers sa position d’équilibre, sans quoi la fonction cofit optimale & du probleme a
horizon infini risquerait de dépasser le seuil dépendant de . Le troisiéme point traduit le fait
que les premiers termes de la fonction coiit optimale doivent étre minorés par un multiple du

colt instantané.

2.5 Compensation du délai de transmission de la commande

Comme mentionné au début de la section précédente, il s’écoulera toujours un certain délai
entre l'acquisition de I’état du systéme réel et la transmission de la loi de commande prédictive

associée. Bien que souvent ignoré en théorie, ce délai :
At) = Ag(t) + Ac(t) + Ag(t), (1.40)

principalement lié au temps de résolution A.(¢) > 0 du probléme de commande optimale [46]-
[48], mais aussi aux retards Ag(t) > 0 des capteurs et Ay(t) > 0 des actionneurs [49], [50],
est rarement négligeable en pratique, et peut sérieusement détériorer les performances et la

stabilité du systeme en boucle fermée s’il n’est pas pris en compte. En effet, a cause du délai
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FIGURE 1.4 — Principe du schéma de compensation du délai de transmission de la commande.

de transmission, la loi de commande prédictive p(-; x(t)), calculée en partant du dernier état
mesuré x(t), ne pourra étre envoyée au systéme réel qu’a l'instant ¢t + A(t) au lieu de l'instant
t initialement prévu. Il est donc plus que probable que le comportement réel du systéme bouclé
soit tres éloigné de celui attendu, puisque la commande envoyée de t & ¢t + A(t) ne coincide pas
avec celle calculée par l'algorithme. Ce décalage sera d’autant plus accentué que la différence

entre les états x(t) et x(¢t + A(t)) sera importante.

Une maniere évidente de compenser le délai de transmission serait de démarrer la résolution
du probléme de commande optimale A(t) secondes & l'avance, en partant non pas du dernier
état mesuré x(t), mais du futur état x(t + A(t)) qu’aura le systéme réel au moment de recevoir
la commande. Il suffirait alors d’envoyer la commande associée p(-; x(t + A(t))) au moment
t+ A(t) en question pour que les prédictions effectuées plus tot restent cohérentes avec la réalité.
Or, comme il est impossible d’obtenir & I’avance le futur état x(t+ A(t)) du systeme réel, celui-ci
est généralement estimé X(¢ + A(¢)) a partir du dernier état mesuré x(t), en simulant le modele
du probléme de commande optimale (1.27) en boucle fermée avec la loi de commande prédictive
wr(-;X(t)) calculée a 'itération précédente. En d’autres termes, X(t + A(t)) est la solution a

I'instant 7 = A(¢) du probleme de Cauchy :
vr e [0,A()], F(%(r),%(7), nr(t+ i %(1)) = 0, X(0) = x(t). (1.41)

Néanmoins, il est essentiel de débuter la résolution du probléme de commande optimale (1.27) en
prenant une marge de retard supplémentaire, car le délai de transmission varie de fagon aléatoire

d’une itération a l'autre de I’algorithme. La stratégie la plus simple [49] consiste & surestimer le
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délai de transmission A(t) < dmax de sorte que la loi de commande prédictive pr(-;X(t 4 dmax) ),
calculée entre t et t + A(t), soit toujours disponible avant l'instant attendu ¢ + dpyax. La mise en
place de ce schéma de compensation du délai transmission conduit & ’algorithme de commande

prédictive suivant :

Algorithme de commande prédictive avec compensation du délai de transmission

1) Mesurer I'état x(t) du systeéme réel a l'instant courant ¢ > t.

2) Envoyer la loi de commande prédictive pr(-; X(¢)), calculée a 'itération précédente

entre t — dmax €t t — Omax + A(t — dmax ), au systéme réel a U'instant courant t > to.

3) Estimer le futur état X(tnext) qu’aura le systéme réel a l'instant tpext = ¢ + Omax >
t+ A(t) en simulant le modele (1.4) a partir du dernier état mesuré x(t) et en utilisant

la loi de commande prédictive pr(-; X(t)) calculée a 'itération précédente :

F (%(r), X(r), wr(t + 73 %(1))) = 0
x(0) = x(t).

X(tnext) = X(Omax) ol : V7 € [0, dmax] , (1.42)

4) Calculer la loi de commande optimale en boucle ouverte W(-; X(tnext)) en résolvant,

par une méthode directe, le probléeme de commande optimale & horizon fini :

-
min 7 (R{tnext). 1) = V7 (%u(T: Kltnewt))) + 0/ L (% (7 R(tnext)), (7)) dr
sous contraintes : V7 € [0,7), (Ru(T; K(tnow)), W(T)) € Y et %y (T’ K(tnexs)) € Xy
F(%(r),%(r),u(r)) = 0
%(0) = R(tnext) -

ou, pour tout 7 € [0, 7], Xu(7T; X(tnext)) est la solution de :

(1.43)

Le trait suscrit permet ici de distinguer les variables utilisées par le modele interne du
controleur de celles mesurées sur le systeme réel.

5) Définir la loi de commande prédictive wr(tnext + 73 X(tnext)) = W (7; X(tnext)) pour
tout 7 € [0, dmax) , 00 A(t) < dmax < T est la période au bout de laquelle est relancé
Palgorithme.

6) Stocker la loi de commande prédictive py(-;X(tnext)) afin de 'envoyer au systeéme réel

a l'itération suivante, de tpext & tnext + Omax-

7) Relancer I'algorithme & l'instant tpext =t + Omax-

Etant donné que le futur état x(t + dmax)) du systéme réel est estimé en boucle ouverte, celui-
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ci sera inévitablement différent de X(¢ + dmax)) en raison des erreurs de modélisation et autres
perturbations imprévues. Toutefois, cela ne devrait pas remettre en cause la stabilité du systeme
bouclé, puisqu'un certain niveau de robustesse est attendu face aux erreurs d’estimation [51].
Par ailleurs, le schéma de compensation du délai peut étre encore amélioré [52]-[57] en ajoutant
un terme correctif & la loi de commande prédictive pr(-; X(t + 0max)), qui dépendra de Ierreur

d’estimation x(¢ + dmax)) — X(t + dmax)) Observée juste avant de I'envoyer au systeme réel.

3 Implémentation de P’algorithme NMPC

3.1 Simulation numérique des systémes dynamiques

Jusqu’a présent, 'algorithme de commande prédictive a été défini en considérant que le
modele s’exprimait en temps continu, a ’aide d’équations différentielles ordinaires et d’équations
algébriques. Par conséquent, ’évolution de son état ne pourra étre prédite qu’en résolvant un
probléeme de Cauchy. Or, comme il est généralement impossible de déterminer analytiquement
la solution d’'un probleme de Cauchy, celle-ci doit étre approchée par un schéma d’intégration
numérique [58]-[62]. Pour éviter tout équivoque, il convient de préciser que l'expression « schéma
d’intégration numérique » désigne ici les méthodes permettant de résoudre numériquement des
problemes de Cauchy, a ne pas confondre avec les formules de quadrature qui permettent de
calculer numériquement la valeur d’une intégrale. Il est d’ailleurs possible d’établir des liens
entre les deux problemes, puisque le calcul d’une intégrale peut se ramener a la résolution d’un

probléme de Cauchy :
t .
I(t) = t fr(r)dr < I(t) = fi1(t), I(to) =0, (1.44)
0
et que la résolution d’un probléme de Cauchy peut se ramener au calcul d’une intégrale :
t
#(t) = foae (t2()), alt0) =20 & () =a0+ [ foae(r,2(r)) dr. (1.45)
0

En essence, un schéma d’intégration numérique tente d’extrapoler l'allure de la solution z(-) &
partir de sa valeur courante et de la fonction foqge(+), alors qu’une formule de quadrature cherche a
approcher l'intégrale I(-) en remplacant f;(-) par un polynéme d’interpolation dont la primitive
est connue. Plus spécifiquement, le calcul d’une intégrale est un cas particulier de résolution de
probleme de Cauchy dans lequel la fonction d’évolution ne dépend pas de 'inconnu a déterminer.
Cela signifie donc que n’importe quelle intégrale peut étre calculée avec un schéma d’intégration
numérique, tandis que seulement certains problemes de Cauchy peuvent étre résolus avec une
formule de quadrature.

Pour respecter les conventions adoptées en analyse numérique, le modele considéré dans cette
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I Probléme de Cauchy
|
v
Méthode a un pas I Méthodes a pas multiples |
|
¥
I Méthodes de Runge-Kutta | I autres... | I Méthodes linéaires multipas | I autres... |
|
I Méthodes implicites | IMéthodes explicitesl I Méthodes implicites | IMéthodes exp]icitesl
Y A
| Méthodes de collocation I | Méthodes de Gear I

FIGURE 1.5 — Schémas d’intégration numériques utilisés pour résoudre un probléme de Cauchy
lorsque le modele est raide.

sous-section est composé uniquement d’équations différentielles ordinaires qui ne dépendent pas
explicitement du signal de commande u(-), celui-ci étant fourni au préalable par 'algorithme de

commande prédictive :
foae (t2(®)) = £ (2(®), u(t)) . (1.46)

Le but d’un schéma d’intégration numérique est d’obtenir une valeur approchée de la solution

exacte du probleme de Cauchy :
#(t) = foae(t,2(1)), z(to) = 20, (1.47)

sur un intervalle de temps [to,t;]. Pour ce faire, la méthode part de 'instant initial ¢y = 79 et
procede itérativement, par incrément de temps 19 < 7 < --+ < Ty, jusqu’a arriver a l'instant
final 7, = ;. La solution numérique du probleéme est alors générée par une suite d’itérés (xy);_
censés représenter la solution exacte aux instants (7o, ..., 7, ). Pour tout k € [0, N —1], la valeur
approchée zy11 ~ xz(7;11) de la solution exacte évaluée a linstant 7j4; est donnée par une

équation aux différences :
Tr1 = Q(Tht1—is Tht1—i, hi; 1 =0, ..., q), O hy '= Tpy1 — T, (1.48)

qui découle, le plus souvent, d'un développement en séries de Taylor ou d’une approximation
polynomiale. Si ¢ = 1, la méthode est dite a un pas, car le calcul de zx41 requiert uniquement
de connaitre I'itéré xzj, obtenu a l'instant précédent, pour étre mené. En revanche, la méthode
est dite a pas multiples si g € [2, 0], puisque le calcul de xp11 ne dépend plus seulement de xy,
mais d’un historique d’itérés (zy41—q,...,2%). En outre, ces deux types de méthodes peuvent
étre explicites ou implicites selon la valeur de I'indice ig € {0, 1}. Lorsque ig = 0, la méthode est

explicite, car le terme z11 peut se déduire directement de 'expression de ¢(-). A linverse, la
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méthode devient implicite lorsque iy = 1, car 'expression de ¢(-) dépend elle-méme de x 1. Les
méthodes implicites nécessitent donc davantage de calculs que les méthodes explicites, puisque

241 doit étre déterminé en résolvant une équation algébrique :
Tht1 — (Thr1—i Thr1—is ;1 =0,...,9) = 0. (1.49)

Cependant, les méthodes implicites sont beaucoup plus stables que les méthodes explicites, ce

qui permet d’augmenter grandement la taille du pas de temps effectué entre deux itérations.

3.1.1 Précision, zéro-stabilité et ordre de convergence

x(7)
A

T T1 T, T3

FIGURE 1.6 — Erreurs de troncature locale et globale entre la solution exacte d’'un probléme de
Cauchy et sa solution approchée par un schéma d’intégration numérique.

En effet, la longueur du pas de temps est avant tout limitée par le domaine de stabilité
de la méthode et par le niveau de précision recherché. La précision d’'un schéma d’intégration

numérique est quantifiée par deux indicateurs, a savoir I’erreur de troncature locale :

e(Tht1: hi) = 2(Ths1) — A(Tht1—i» ©(Thg1-i)s Pis @ =05+ -5 Q) (1.50)

qui correspond a l'erreur induite par une itération de la méthode en partant d’un historique de

solutions exactes (z(Tx+1—q),--., (7)), et I'erreur de troncature globale :

E(Tk+1; hk) = x(Tk+1) — Tk41, (1.51)
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qui correspond a l’erreur accumulée a chaque itération en raison de la propagation de 'erreur
de troncature locale. Pour qu’une méthode soit valide, il est essentiel que la solution numérique
qu’elle génere converge vers la solution exacte du probleme a mesure que le pas de temps diminue.
Autrement dit, une méthode est convergente d’ordre p € Nsg si 'erreur de troncature globale
vérifie :

E shy) = hP U Amax i= hy . 1.52
(Tk+17 k) hmgﬁo( max)? ou a ke[f(l)l,%;(—l}] k ( 5 )

L’intérét d’utiliser une méthode d’ordre élevé est de pouvoir effectuer des pas de temps plus
importants qu’avec une méthode d’ordre faible, tout en gardant un niveau de précision similaire.
La fagon la plus simple de montrer la convergence (d’ordre p) d’une méthode est de s’assurer
que celle-ci est consistante (d’ordre p) et zéro-stable. Tout d’abord, une méthode est consistante

si l'erreur de troncature locale est négligeable devant le pas de temps :

G(Tk—i-l; hk) = 0 (hmax) . (1'53)

hAmax—0

Plus précisément, une méthode est consistante d’ordre p € Ny si :

e(renih) = O (HEEL). (1.54)
Ensuite, une méthode est zéro-stable s’il existe une constante Cy € R et un pas de temps

limite A, € R tels que la relation suivante :

; — < — )
VhE (0 bl wnax 7k = 2 < 00<H330 zol| +, max H6kH) , (1.55)

soit satisfaite pour toutes suites d’itérés (z)7_, et ()}, données par :

Tyt = O(Thp1—is Thp1—i» M3 @ = 105+, Q)

VEk e [0,n—1], (1.56)

Thop1 = O(Tha1—is Thpr—gs i © = 0y, @) + €k -
La zéro-stabilité traduit le fait que I'erreur causée par la propagation de petites perturbations
additives, typiquement des erreurs d’arrondis liées a I'arithmétique de 'ordinateur, reste faible
du moment que le pas de temps utilisé est suffisamment petit. Néanmoins, la zéro-stabilité n’a
pas vraiment d’intérét pratique, car elle ne donne aucune indication concrete sur la taille de pas

de temps a sélectionner.
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Im(hy) Im(1hy)
A A

>Re(lhk) »Re(lhk)

région A-stable région A(a)-stable

FIGURE 1.7 — Régions du plan complexe incluses respectivement dans le domaine de stabilité
absolue d’une méthode A-stable et d’'une méthode A(«)-stable.

3.1.2 Domaine de stabilité absolue

Un moyen simple d’estimer le domaine de stabilité de la méthode est de faire appel au

probléme test de Dahlquist :
&(t) = Ax(t), z(to) = x0, ou A € Cp:={z € C|Re(z) < 0}. (1.57)

Comme son nom l'indique, ce probleme permet de tester la stabilité d’un schéma d’intégration
numérique en comparant la réponse temporelle de sa solution exacte x(t) = zgexp (A(t — to)) a
celle de sa solution numérique. Cette derniere est générée par une suite d’itérés dont 1’équation
aux différences dépend systématiquement du terme Ah; € C, quelle que soit la méthode em-
ployée. Etant donné que Re(A) < 0, la solution exacte du probleme de Dahlquist converge vers
0 quand t — 4o00. Bien évidemment, il serait souhaitable que sa solution numérique présente
le méme comportement. De ce fait, la région de stabilité absolue d’un schéma d’intégration nu-
mérique est définie comme ’ensemble des produits Ahi € C pour lesquels la solution numérique
du probléme test (1.57) converge vers 0 quand k& — +oo. En admettant que le modeéle du pro-
bléeme d’origine (1.47) soit stable, une régle empirique est de choisir le pas de temps hj, € Ry
de maniére que le produit Ah; appartienne a la région de stabilité absolue de la méthode pour
tout X\ € Sp(0fode/0) C Ccp, ot Sp(Dfoqe/Ox) désigne le spectre de la matrice jacobienne
0fode/Ox . La longueur du pas temps est donc susceptible d’étre limitée par la valeur propre de
0fode/Ox située le plus a gauche de I'axe des imaginaires, qui correspond, sans surprise, a ’état
le plus rapide du modele. L’enjeu est alors de trouver une méthode qui soit a la fois précise, peu
coliteuse en ressources de calcul, et dont la région de stabilité absolue soit suffisamment grande
pour ne pas restreindre excessivement la taille du pas de temps. En pratique, ce compromis n’est
pas toujours évident & réaliser, surtout lorsque le modele comprend des dynamiques aux échelles

de temps tres disparates. L’écart entre les échelles de temps d’'un modeéle peut étre caractérisée
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par son taux de raideur :
T
€5p ode/ 0T
>1. 1.
min_ [Re(N)] — (1.58)
A€ Sp(0fode/0x)

Les modeles singulierement perturbés et les modeles descripteurs, par exemple, sont naturel-
lement treés raides. Plus la raideur d’un modeéle est élevée, plus la longueur du pas de temps
risque d’étre limitée par la stabilité de la méthode. Ainsi, au-dela d’un certain taux de raideur,
il est souvent préférable d’avoir recours & une méthode A-stable, c’est-a-dire dont la région de
stabilité absolue englobe tout le demi-plan complexe gauche C.g. L’avantage d’une méthode
A-stable est que le choix de son pas de temps n’est plus conditionné par sa région de stabilité
absolue, puisque le produit A\h; € C vérifiera toujours Re(Ahg) < 0 quelles que soient les valeurs

de hy € Ryg et de A € Cp. A noter qu'aucune méthode explicite n’est A-stable.

3.1.3 Les méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont la famille la plus répandue de méthodes & un pas. L’idée
d’une méthode de Runge-Kutta est de déterminer le prochain itéré xy, a partir de I’itéré courant
x) et d'une combinaison de points additionnels, notés xy;, construits en évaluant la fonction
fode(:) & des instants intermédiaires, notés 7y ;, compris dans l'intervalle de temps [73, Tp41].
L’équation aux différences d’'une méthode de Runge-Kutta de rang s € Ny peut étre écrite soit

sous forme intégrale :

s Thi = Tk + Cihy
Tpy1 = Tk + hy, Z bi fode (Tlm, x/m), avec : ‘ 5 (1.59)
= — T = T+ hy Z aij fode (Tk,]y iUk,j) )
R #(Tk,i) j=1
soit sous forme différentielle :
s Tk = T + cihi

Tyl = Tk + hk Z b’i'%k,ia avec 1§ S . (160)

-1 Tk = fode | Thyi» T + I Z aijigj | -

Jj=1

les deux formulations étant équivalentes sur le plan théorique, mais pas nécessairement sur le
plan pratique. La méthode est explicite si la matrice A := [a;j]1<; j<s est triangulaire inférieure
stricte, et implicite sinon. Pour que la méthode soit convergente (d’ordre 1), les coefficients
internes a;; € R, les poids b; € R et les noeuds ¢; € [0,1] doivent au minimum respecter les

conditions suivantes :

S S
Zbi =1 et Zaij = ¢; pour tout i € [1, 5] . (1.61)
i=1 j=1
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TABLE 1.1 — Valeurs numériques [24] des noeuds des formules de quadrature de Gauss sur [0, 1].

Degré s || noeuds ¢; de Gauss-Legendre || noeuds ¢; de Gauss-Radau |
1 0.5000 1.000
2 0.2113, 0.7887 0.3333, 1.0000
3 0.1127, 0.5000, 0.8873 0.1551, 0.6449, 0.8873
4 0.0694, 0.3300, 0.6700, 0.9306 0.0886, 0.4095, 0.7877, 1.0000
5 0.0469, 0.2308, 0.5000, 0.7692, 0.9531 || 0.0571, 0.2768, 0.5836, 0.8602, 1.000

Elaborer des méthodes de Runge-Kutta d’ordre élevé devient vite trés complexe, car le nombre
de conditions a respecter augmente exponentiellement avec ’ordre de la méthode. Dans les
faits, 'ordre de convergence maximal que peut atteindre une méthode de Runge-Kutta de rang
s € Nyg vaut pmax = 2s. L’équation aux différences d’une méthode de Runge-Kutta appliquée

au probléme test de Dahlquist (1.57) se réduit a :
Tp1 = R(hpA)zi (1.62)

ot R(z) =1+ 2zb" (I, — 2A)~!14 est une fonction rationnelle, appelée fonction de stabilité de la
méthode, avec b := [by --- bs]T et 1, :=[1 --- 1]T € R®. Par conséquent, sa région de stabilité

absolue est simplement donnée par :
S={ze€C||R(z)| <1}. (1.63)

Un point fort des méthodes de Runge-Kutta vient de leur capacité a produire des méthodes A-
stables d’ordre quelconque. Toutefois, certaines méthodes de Runge-Kutta A-stables parviennent
mieux & gérer les modeles extrémement raides que d’autres. Par exemple, si lim,_,_ |R(2)| = 1,
alors il est probable que les composantes rapides de la solution numérique convergeront bien
plus lentement vers leurs valeurs d’équilibre qu’elles ne le font en réalité (comparer la vitesse
de convergence de z(t) = zgexp (A(t —tg)) et xp11 = R(Mhg) 120 lorsque Re(\) — —o0). A
I’inverse, une méthode de Runge-Kutta est dite L-stable si elle est A-stable et que sa fonction de
stabilité vérifie lim,_,_ |R(2)| = 0. Les méthodes de Runge-Kutta L-stable garantissent donc
que les composantes les plus rapides de la solution exacte seront atténuées correctement par
sa solution numérique quelle que soit la taille du pas temps effectué. Pour qu’une méthode de
Runge-Kutta A-stable devienne L-stable, il suffit juste que la matrice A soit inversible et que

les coefficients de sa derniére ligne soient égaux aux poids de la méthode :

Vje€ Hl,s]], Qgj = bj = Tk = Tpt1, € Tps = Thr1 - (1.64)
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Les méthodes de collocation sont une catégorie trés populaire de méthodes de Runge-Kutta
implicites A-stables. Le principe d’une méthode de collocation [63] est d’approcher la solution
exacte du probleme de Cauchy (1.47) sur chaque intervalle de temps [7%, Tx41] par un polynéme

de degré s € N5, noté Xj(+), qui respecte les équations d’évolution du modele :

Xk(Tk) =1x et Xk(Tk,i) = fode (Tkﬂ', Xk(Tk,i)) pour tout ¢ € [[1, S]] , (1.65)

aux instants 7, < 71 < -+ < Tps < Tp41. Pour ce faire, la dérivée temporelle du polynéme de

collocation Xg(-) est généralement projetée dans une base de polyndémes de Lagrange :

S S
Y 7 o = T — Tk,
V1 € [k, Thr1], Xi(T) = ij(T)fL’kJ', avec £;(7) = H <T) , (1.66)
Jj=1 r=1 Tkvj - Tk7r
r#j
de sorte que ses coefficients (&1, ..., Zxs) vérifient :
1, sii=j

Viel,s], Vje[l,s], &)= = Fpi = Xp(Thi) - (1.67)

0, sii#j,
L’expression du polyndéme de collocation est ensuite simplement retrouvée en intégrant celle de

sa dérivée temporelle (1.66) comme suit :

T—TL

V1 € [ o], Xa(r) = xk(Tk)+/T () dt = Xoo(7) + B Z(/O " Zj(Tk—i-chk)dc) X ().
Tk j=1

(1.68)
11 est alors possible, en combinant les conditions (1.65) et 1’équation (1.68), de parvenir a 1’équa-

tion aux différences de la méthode de collocation :

S 1 .
Tr1 = Xg(Thy1) = Tg + Dy, Z(/o Ci(Tk + chy) dC) fode (Tk,i’xk(Tk,i))
i=1

avec : Xk(Tk,i) =z + hg Z (/0 ZJ(Tk + Chk) dc) fode (TkJ, Xk(TkJ)) , (1.69)
j=1
qui correspond bien & celle d’'une méthode de Runge-Kutta de rang s € N5 (1.59) satisfaisant :

Viell,s], Vjie[l,s], aij = /szj(m + chy)de, b; = /1571-(71g + chg)de, ¢ = (W) )

" " " (1.70)
La principale différence entre deux types de méthodes de collocation réside dans le choix de leurs
nceuds (cq,...,¢5) € [0,1]°. Ceux-ci sont sélectionnés de fagon que le polyndéme de collocation

approche le plus précisément possible la solution exacte du probléeme de Cauchy (1.47). Certaines
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méthodes de collocation choisissent leurs noeuds en considérant la somme pondérée de I’équation

aux différences (1.69) comme une formule de quadrature de Gauss :

k

/Tk+1 fode (7’7 Xk(T)) dr ~ hy, Z b; fode (Tk + cihg, Xk(Tk + Cihk)) . (1.71)
7 i=1

L’intérét de cette approche est que 'approximation (1.71) devient exacte si foqe(T, Xik(T)) =
P(7), ou P() est un polynéme de degré deg(P) < 2s — 1, et si les noeuds (c1,...,cs) € [0,1]°
sont les racines du s**™¢ polynome de Legendre :

ds S S
PLegendre(C) = dCS (C (]— - C) ) (172)

ramené sur le domaine [0, 1]. La méthode de collocation qui en résulte, dite de Gauss-Legendre,
est la seule méthode de Runge-Kutta dont ’ordre de convergence pmax = 25 est maximal. Une
autre méthode de collocation, obtenue en prenant les noeuds de la formule de quadrature de
Gauss-Radau :

Praa(6) = (10 o) (173)

est privilégiée pour les modeles extrémement raides. La particularité d’une méthode de colloca-

tion de type Gauss-Radau est que son dernier nceud c¢; = 1 est fixé au bout de Uintervalle [0, 1]
afin de rendre la méthode L-stable (1.64). En effet :

Cs
cs=1 = ag = / (1, + chy) de = b; pour tout j € [1,s] . (1.74)
0
En contrepartie, 'ordre de convergence p = 2s — 1 d’une méthode de collocation de type Gauss-

Radau est un cran inférieur a celui d’une méthode de type Gauss-Legendre, car figer la valeur

d’un de ses noeuds revient a retirer un degré de liberté a la formule de quadrature Gauss (1.71).

3.1.4 Les méthodes linéaires multipas

La plupart des méthodes a pas multiples, pour ne pas dire toutes, appartiennent & la famille

des méthodes linéaires multipas. L’équation aux différences d’'une méthode linéaire multipas de

rang ¢ € N5 est obtenue en combinant linéairement les itérés (zy41,...,Tr1+1-4) et la fonction
fode(+) évaluée aux instants (741, ..., Th+1—q) associés :
q q
> ag—itii1—i ="y bg—i fode (Tk+1fi, Jkarlfi) : (1.75)
i=0 1=0

R E(Tht1-i)
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ot (ag, -+, a,) € R et (b, -, b,) € RIT sont les coefficients de la méthode, avec a, # 0 et

lao| + |bo| > 0. La méthode est explicite si b; = 0, et implicite sinon. Les polynémes :

P,(r) = iairi et Py(r):= ibiri, (1.76)
i=0 i=0

sont appelés les polynémes générateurs de la méthode. Les méthodes linéaires multipas sont
moins cofiteuses en ressources de calcul que les méthodes de Runge-Kutta, car les valeurs obte-
nues en évaluant la fonction foqe(-) peuvent étre partiellement réutilisées d’une itération a 'autre.
En revanche, la méthode ne peut pas se lancer a partir d’une seule condition initiale x(ty) = xo,
ce qui implique que les premiers itérés (z1, ..., x,) doivent étre calculés autrement, avec une mé-
thode & un pas. De plus, il est difficile de faire varier la taille du pas de temps h € R, supposée
ici constante, sans complexifier énormément la méthode. Pour qu'une méthode linéaire multipas

soit convergente (d’ordre p), ses coefficients doivent respecter les conditions (consistance) :

P,(1) = Zai =0 et zq:z’jai =J zq:ijflbz- pour tout j € [1,p], (1.77)

i=0 i=0 i=0
et les racines du polynome générateur P,(r) doivent étre a l'intérieur du cercle unité, a ’exception
de la racine simple r = 1 (zéro-stabilité). L’ordre de convergence maximal que peut atteindre
une méthode linéaire multipas de rang g vaut pi max = ¢ + 1 si ¢ est impair, et pa max = ¢ + 2
si q est pair. L’équation aux différences d’'une méthode linéaire multipas appliquée au probleme

test de Dahlquist (1.57) peut s’écrire en fonction de ses polyndémes générateurs :

q
Z(aq,i — Mhbg—i)xpy1—i =0 & Py(r) — AhPy(r) = 0, en posant r?" = xp11_;. (1.78)
i=0
Sa région de stabilité absolue dépend donc des racines, notées r;(z), du polynéme caractéristique
Pa,b(ra Z) = Pa(r) - ZPb(T) :

S={z€C|Vie]0,q], |ri(z)] <1}. (1.79)

A la différence des méthodes de Runge-Kutta, Pordre d’une méthode linéaire multipas A-stable
ne peut pas étre supérieur a 2. Pourtant, certaines méthodes linéaires multipas d’ordre plus élevé
semblent, en pratique, bien adaptées aux modeles raides. Ces méthodes, dites A (a)-stables, sont
en fait proches d’étre A-stables, puisque leur région de stabilité absolue englobe le secteur de
demi-angle a € (0,7/2) défini par I'ensemble Co(a) = {z € C | |arg(—2)| < a, z # 0}. Ce
secteur, inclus dans le demi-plan complexe gauche, contient notamment la droite R = (—00, 0),
ce qui est suffisant pour ne pas limiter la longueur du pas temps lorsque le modele est stable et

que les valeurs propres de sa matrice jacobienne sont toutes réelles.
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Les méthodes de Gear, aussi appelées formules de différentiation rétrograde, sont une caté-
gorie de méthodes linéaires multipas implicites A(«)-stables couramment utilisées pour simuler
les modeles raides. Le principe d’une méthode de Gear est de remplacer la solution exacte du
probléme de Cauchy (1.47) par I'unique polynéme d’interpolation de degré ¢ € [2,6] (écrit de
préférence sous forme de Newton plutdt que sous forme de Lagrange) passant par les noeuds
(Tkt1,- - Th1—q) AUX instants (Tp41,. .., Thti—q). Le prochain itéré xjy; est ensuite calculé en
supposant que le polynéme d’interpolation, noté X(-), vérifie I’équation d’évolution du modéle &
Iinstant 741, soit :

X(Th41) = fode (Tk+1,x(7'k+1)) : (1.80)

Quand la taille du pas de temps h € R+ est constante, ’équation aux différences d’une méthode

de Gear d’ordre ¢ € [2,6] peut s’écrire comme une somme de différences rétrogrades :

j — AJ—1 i—1
-1 j Alzgir = AL wpp1 — AL xy
Z —,Aeka = hfode (Tk+1,l’k+1), avec :

0 (1.81)
j=1 AgTri1 = Tpyt -

Contrairement aux méthodes de Runge-Kutta d’ordre p > 2, ’équation aux différences des
méthodes de Gear ne nécessite qu'une seule évaluation de la fonction foqe(+) pour étre définie. De
ce fait, les méthodes de Gear permettent, en moyenne, de résoudre plus rapidement le probleme
de Cauchy (1.47) que les méthodes de Runge-Kutta implicites, mais ce, a condition que les
dynamiques du modele, supposé stable, soient suffisamment amorties pour que les valeurs propres
de la matrice jacobienne 0 fyqc/0x restent a lintérieur de la région de stabilité absolue de la
méthode. En revanche, les méthodes de Gear ne sont A-stables que si ¢ = 2, et seront A(«)-
stables autrement, avec un demi-angle o € (0,7/2) de plus en plus proche de 0 & mesure que
lordre ¢ € [3,6] de la méthode augmente. Par ailleurs, les méthodes de Gear ne sont plus zéro-

stable au-dela de 'ordre ¢ = 6, ce qui n’est pas cas des méthodes de Runge-Kutta implicites.

3.1.5 Adaptation automatique de la taille du pas de temps

En pratique, les schémas d’intégration numérique les plus sophistiqués sont capables d’adap-
ter automatiquement la taille du pas de temps en fonction du niveau de précision recherché.
Cette fonctionnalité rend la méthode beaucoup plus efficace en termes de cotit de calcul, car elle
permet de réduire ou d’augmenter ponctuellement le nombre de pas de temps effectués lorsque
la solution se met a varier lentement ou rapidement au cours du temps. Par ailleurs, certains
schémas d’intégration numérique sont également capables d’adapter ’ordre de la méthode pour
économiser encore davantage de ressources de calcul. Pour controler la précision de la méthode,
son erreur de troncature locale est généralement estimée en remplacant la solution exacte x(7g4+1)

du probléme de Cauchy (1.47), toujours inconnue, par la solution numérique Zj,; d’une seconde
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méthode plus précise :
T(Tha1) = Tpe1 = e(Trrr; hi) = err(trer; hy), avec err(mpa1; hy) == Tpy1 — Tpe1, (1.82)

et ot les suites d’itérés (x)7_, et (Tr)}—, sont données par deux méthodes d’ordre différent :

Thg1 = O(Ths1—i, Thy1—i, P 1 = o, ..., q), d'ordre p € Ny
Trp1 = O(Ths1—i> Thy1—i> g3 4 = d0,...,q), dordrep=p+1. (1.83)
En admettant que les solutions numériques (py1—g, ..., %) €t (Tht1—g,--.,Tx) calculées aux

itérations précédentes soient exactes, 'erreur de troncature locale de chaque méthode vérifie :

e(Thp1s he) = (Thy1) —Tpp = O (BET)

hr—0
&(Ths1; h) = 2(Thy1) — Fppr = O (WET7). (1.84)
hk~>0
De plus, s’il existe une constante C' € R+ telle que :
e(Thr1s i) = 2(Theg1) — o1 = CRYT + hCZO(hﬁ“) ; (1.85)
k

alors l'erreur de troncature locale estimée satisfait également :
ert(Tyi1; hi) = e(Thi1; hi) — &(Tpp1; hi) = CRET + h,go(h?ﬂ) : (1.86)
Par conséquent, sa norme peut étre approchée par :
lerr(rhrs hy)|| = CRETY (1.87)

en supposant que la taille du pas de temps utilisé a l'itération courante est suffisamment faible.
Le pas de temps suivant sera ensuite modifié de sorte que la valeur approchée (1.87) de la norme

de lerreur de troncature locale estimée (1.86) reste inférieure & une certaine tolérance :

i h ~ ChP*Y < tol i h h <h<

Etant donné que la détermination de cette inégalité repose sur de nombreuses hypothéses, une

marge de sécurité supplémentaire est ajoutée a la formule finale, par exemple :

t0l(Th11; i) )1/ (> t+1) (1.89)

h =09h( ——mMM———
b+1 =09 ’“(\|err<m+1;hk>u
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La tolérance utilisée pour modifier le pas de temps est habituellement de la forme :
tol(7ga1; hi) = Atol + max (||Zx+1]], ||zr+1]|) Rtol, (1.90)

ou 0 < Atol < 1 et 0 < Rtol <« 1 sont des parametres constants choisis par 'utilisateur.

3.2 Transcription du probleme de commande optimale

Réussir a simuler efficacement le modele en choisissant le bon schéma d’intégration numérique
ne constitue qu’une premiere étape dans la mise en place de I'algorithme de commande prédictive.
Une deuxiéme étape indispensable est de transcrire [19], [22], [24], [32], [64] le probleme de
commande optimale en un probléme d’optimisation numérique. En effet, comme les variables de
décision X: R>¢ — R™ et W:R>(y — R™ du probleme de commande optimale sont des fonctions,
celles-ci peuvent prendre une infinité de valeurs sur U'intervalle de temps [0, 7]. Or, les méthodes
d’optimisation habituellement utilisées en commande prédictive ne permettent pas de manipuler
un nombre illimité de variables de décision. L’un des objectifs d’une méthode de transcription est
donc de représenter le plus fidélement possible les fonctions X(-) et W(-) du probléme d’origine,

mais en utilisant seulement un nombre fini de parameétres réels.

3.2.1 Paramétrisation du signal de commande

Le signal de commande, par exemple, pourrait étre représenté sur tout ’horizon de temps
[0,7] & laide d’'un polynéme de degré quelconque. L’inconvénient de cette paramétrisation
globale est qu’elle ne permet pas de mettre en évidence la structure triangulaire, induite par la
relation de causalité entre la trajectoire d’état du modele et le signal de commande, du probleme
de Cauchy (1.4) (I’état courant ne dépend que des commandes courantes et/ou passées). De
ce fait, les méthodes de transcription employées en commande prédictive proposent plutot de
représenter localement les variables X(-) et T(-) sous forme de fonctions continues par morceaux.
L’intervalle de temps [0, 7] est alors divisé en NV € N5 sous-intervalles [tg, tr11], avec 0 =ty <

ty <--- <ty =T, sur lesquels le signal de commande U(-) vérifie :
Vk e [[O,N— 1]], V7 e [tk,tk+1), ﬁ(’]’) :@k(T, Vk) . (1.91)

Pour tout k € [0,V — 1], la fonction de base Wy(-) est continue sur le sous-intervalle [t,tx11)
et est paramétrée par un vecteur de dimension finie v € R™v. La fonction de base est, en regle
générale, un polyndéme de degré ng € N+ dont les coefficients sont les composantes du vecteur

T ]T

5 [T o
de parameétres vy, = [Vk,O Vgl s SOIt

Vk e [[O,N— 1], V7 € [tg, tgs1), U(T) = ka,j(T — tk)j . (1.92)
7=0
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Cependant, en pratique, le degré du polynome Wy (+) est la plupart du temps pris égal & ng = 0
pour éviter de trop augmenter la dimension ny = (ng + 1)n, du vecteur de parameétres vy.
Ainsi, le nombre total de variables de décision utilisées pour représenter le signal de commande

est limité & N'ny = N'ny variables, la fonction u(-) étant dorénavant constante par morceaux :
Vk € [[0,/\/— 1]], V1 e [tk7tk+1)7 ﬁ(T) = Vo= Vg. (1.93)

Toutefois, la différence entre les méthodes de transcription ne vient pas tant de la paramétrisation
du signal de commande que de celle de la trajectoire d’état. Comme mentionné dans la section
précédente, 1’état du modele est en réalité approché, ou discrétisé, par un schéma d’intégration
numérique. Des lors, plusieurs fagons de paramétrer la trajectoire d’état peuvent étre envisagées

selon la maniére dont le schéma intégration numérique est incorporé au probléme d’optimisation.

3.2.2 Meéthode de tir simple

x(t),u(t) _
A P (t2; P(t1; X0, Vo), V1) D (ty; D(t3; P(ty; P(t1;X0, Vo), V1), V2)V3)

@ (t1; X0, Vo)

Xo
= D (t5; P(ty; P(t1;X0, Vo), V1), V3)
x(t) '}
V, e V.
¢ 0 ® 2 V3
[ _
} } } >
to 2] ) i3 ()

F1GURE 1.8 — Exemple de trajectoire d’état et de signal de commande obtenus a la suite de la
transcription du probléeme de commande optimale par une méthode de tir simple.

Le tir simple, pour commencer, est la méthode de transcription la plus intuitive et la plus
facile & mettre en place. En tir simple, la trajectoire d’état du modeéle est calculée d’un seul
tenant, sur tout l'intervalle de temps [0, 7], en dehors du probléme d’optimisation, & partir de
I’état initial X(0) = x(t) mesuré périodiquement sur le systéme réel et de la loi de commande

u(-) renvoyée par le solveur d’optimisation exécuté en arriére-plan :

VT el0,T], X(r) = 5(7; x(t),ﬁ(T)) est la solution de :

F(i(r),i(T)ﬁ(T)) =0 (1.94)
(

%(0) = x(t).
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La fonction ®(-) est introduite ici afin de masquer la complexité du schéma d’intégration nu-
mérique retenu pour simuler le modéle. Etant donné que le signal de commande T(-) n’est pas
continu sur 'intervalle de temps [0, 7], le schéma d’intégration numérique doit étre relancé sur
chaque sous-intervalle [tx, tx+1] en repartant des derniers états calculés (X(¢1),...,X(tx—1)) aux

instants (t1,...,fx—1) comme suit :

V1 € [tg,tps], X(1) = $<T;i(tk),ﬁ(7)) est la solution de : { (1.95)

La trajectoire d’état peut ensuite étre reconstruite sur Uintervalle de temps d’origine [0, 7] en
éliminant de fagon récursive les états intermédiaires (X(t1),...,X(tar—1)) qui, par continuité,

relient les sous-intervalles entre eux :
V7 € [to, 1], X(7) = B(7;%(to), u(r)) = B(7; (1), u(r))

V7€ [t ta], X(7) = B(7; (1), u(r)) = B(7; B (115 x(1), u(tr) ), u(r))
V7 € [ta, 1], X(7) = B(73K(t2), W(r)) = B3 B (t2; B (115 (1), W(t1)), W(t) ), 6(r))  (1.96)

Py

ou, de maniere plus concise :
VT € [th tis], X(7) = By (T; x(t)), avec
By (r5x(t))=B(7: B (txs . B(t2; B (1 x(8), W), W(ka)), -, W(H) ), 0(r)) . (1.97)

En pratique, les sous-intervalles [tx,tr11] sont & leur tour subdivisés en une grille d’instants
thy = Tho < -+ < Thn < ti+1 & laquelle est rattachée une suite de vecteurs (xj ;)i qui approche

numériquement 1’état du modele. Typiquement, pour une grille d’instants uniforme :
. { _
Vke[o,N—1], Vie[0,n], 7 =tr + E(tk_i'_l — 1), avec Xp; = X(7,) - (1.98)

Par conséquent, la fonction cofit et les contraintes du probléeme de commande optimale (1.27)

peuvent étre approchées soit de maniere fine :
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soit de maniere plus grossiere :

Jr(x(8), 1)) ~ V; (Bultars x(t )+ZL( (3 X(5), Tt ) (b1 — )
sous contraintes : Vk € [0,V — 1], ( ulte; (t)),ﬁ(tk)) €Y et ®y(ta;x(t)) € Xp, (1.100)

selon le type de grille sélectionnée. Dans les faits, les deux niveaux de grilles sont utilisées conjoin-
tement, la fonction cotit étant définie sur celle ayant le maillage le plus fin et les contraintes sur
celle ayant le maillage le plus grossier. Ainsi, transcrire le probléme de commande optimale (1.27)

avec une méthode de tir simple meéne au probléeme d’optimisation suivant :

N—-1n
min Vf(gu(t/\f; )+ ZIX:IL< (Th,i5 x(t ))avk)(Tk,i—i—l — Th,i)
k=0 =0

sous contraintes : Vk € [0, N — 1], ( ulte; (t)),vk) €Y et By(ta;x(t) € Xp, (1.101)

olt wy = [v] - VX/AF e RN™. Par ailleurs, il est intéressant de souligner ici que le terme

intégral :

Vi (T5x(0),u()) = /OTL(x(T)ju(ﬂ) dr, (1.102)

de la fonction coiit d’origine Jy(-) peut étre approché autrement qu’avec une somme de Rie-

mann :

M .

Ve(T:®u(),u()) ~ NZ

L( (Tk,i3 (t)%ﬁ(ﬂ:,i)) (Thyit1 — Thyi) - (1.103)

N
Il
=)

Une solution élégante, qui fait écho au premier paragraphe de la section précédente, est d’aug-

menter ’état du modele en lui ajoutant ’équation différentielle :

Vi (75 %(),1()) = L(%(r),1w(r)), Vi(0;%(),1()) =0, (1.104)

pour obtenir V() a Paide du schéma d’intégration numérique ayant servi a calculer la trajectoire

d’état du modele :

P (%(). %(r), (7)) [ e [ o2 =T 109
Vi (rix(),00) = E(x(m)um)] o] [ve(0sx0),m0) | Lo

L’avantage du tir simple est que le probléme d’optimisation (1.101) ne contient pas les

contraintes d’évolution du modele, puisque celles-ci sont éliminées récursivement par le schéma

VERSION EXPURGEE 64 diffusion compléte apres le 06/12/2033



3. Implémentation de lalgorithme NMPC

L), Ve ()

» Solveur d’optimisation
Y, Xf V.O
WV = :
VN-1
\ 4
Fonction colit < Schéma d’intégration

et contraintes numérique

@, (T; X(t))

FIGURE 1.9 — Echanges de données entre les différents modules de I’algorithme de commande
prédictive lorsque le probleme est transcrit a ’aide d’une méthode de tir simple.

d’intégration numérique (1.97). De méme, les variables d’état du modele sont absentes du pro-
bléme final, car le schéma d’intégration numérique (1.97) est pergu comme une boite noire par
le solveur d’optimisation. De ce fait, un autre avantage du tir simple est que les variables de
décision du probléeme d’optimisation se réduisent a celles utilisées pour représenter le signal de
commande. De plus, contrairement aux autres méthodes de transcription, la trajectoire d’état
renvoyée par le solveur d’optimisation sera toujours cohérente avec les équations d’évolution
du modele, pourvu que le schéma d’intégration numérique fonctionne correctement. Néanmoins,
I’évaluation répétée des équations du modele par le schéma d’intégration numérique rend la fonc-
tion @(-) de plus en plus complexe, et de plus en plus sensible aux conditions initiales, & mesure
que le temps de simulation avance. L’inconvénient, en tir simple, est que ces caractéristiques in-
désirables (complexité et sensibilité aux conditions initiales) vont forcément se retrouver dans la
fonction coiit et dans les contraintes du probleme d’optimisation (1.101). Les effets négatifs qui
en découlent sont, de surcroit, sensiblement amplifiés lorsque I’horizon de prédiction s’allonge,
et lorsque le modele est non-linéaire et/ou instable. Par conséquent, les contraintes qui s’ap-
pliquent sur I’état du modele, notamment 1’état final, sont particulierement difficiles a traiter
en tir simple. Toutes ces raisons font que la vitesse de convergence du solveur d’optimisation
reste relativement lente en tir simple, bien que les contraintes d’évolution du modele aient été

éliminées du probléme.

3.2.3 Meéthode de tir multiple

Pour pallier les inconvénients du tir simple, une deuxieme méthode de transcription, appelée
tir multiple, a été mise au point. Au lieu de simuler d’un seul coup le modele sur tout I'intervalle

de temps [0, 7], 'idée du tir multiple est de calculer séparément sa trajectoire d’état sur chaque
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OO

(t1; S0, Vo) @ (ty;51,V1)
Soi\/ S

: S3e 49
sl [} \E\
x(t) ¢ _ D (ty; S3,V
B(t5:5,,v,) (t4;83,V3)
Vi
V, ® V.
¢ 0 ° 2 V3
[

} } } >

to ty ty ts ty

Ficure 1.10 — Exemple de trajectoire d’état et de signal de commande obtenus a la suite de la
transcription du probleme de commande optimale par une méthode de tir multiple.

sous-intervalle [tx,tx+1] en partant de conditions initiales s, € R™* artificielles :

F(%(r),%(r),u(r)) = 0

20) — s, (1.106)

V1 € [tg, tpt1), X(7) = 6(7; sk,ﬁ(7)> est la solution de :

Ces états initiaux factices appartiennent & un vecteur de nceuds wg = [s] - - sz\/]T € RW+nx

qui sera, par la suite, ajouté aux variables de décision du probleme d’optimisation afin de recoller
les différents morceaux de la trajectoire d’état. Sa continuité, de méme que sa cohérence initiale

vis-a-vis de I’état mesuré sur le systeme réel, sont alors assurées grace aux contraintes d’égalité :
Wk € [0,N 1], siy1 = B(tigrssk,vi) =0 et so—x(t) = 0. (1.107)

De ce fait, transcrire le probléeme de commande optimale (1.27) avec une méthode de tir multiple

permet, cette fois-ci, d’aboutir au probleme d’optimisation suivant :

N—-1n-1
wmiv{} Vi(sn) + Z Z L(‘I’(Tk,ié Skvvk)avk)(Tk,iJrl - Thii)
> k=0 i=0
VEk e [0,N —1], (sk,vi) €Y et sy € Xy
sous contraintes : { Vk € [0,N — 1], sga1 — 5(tk+1; sk,vk> =0 (1.108)
so —x(t) =0.

L’avantage du tir multiple est que la complexité, ainsi que la sensibilité aux conditions ini-
tiales, de la fonction cofit et des contraintes du probléeme d’optimisation (1.108) sont fortement

réduites par rapport au tir simple, puisque le schéma d’intégration numérique n’est appelé que
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LO)VE() ws = [sg - sylT

» Solveur d’optimisation
— T T T
Y, Xf Wy = [VO vN—l]

P Schéma d’intégration
S = numeérique ..
P(7T;80,V So, Vo) .
Fonction coiit (75 S0, Vo) 3 (S0, Vo) .
et contraintes .
< Schéma d’intégration | "
= numérique h
P(7;Sy-1, VN-1) (Sny—1,Vn-1)

FIGURE 1.11 — Echanges de données entre les différents modules de Palgorithme de commande
prédictive lorsque le probleme est transcrit a ’aide d’une méthode de tir multiple.

sur les sous-intervalles [ty, tx11]. Autrement dit, les potentielles non-linéarités de la fonction ®(-),
qui peuvent apparaitre lorsque le modele est simulé trop longtemps, sont non seulement atté-
nuées, mais également réparties de maniere uniforme le long de I’horizon prédiction [0,7]. En
revanche, la dimension du probléme d’optimisation augmente significativement, étant donné que
le nombre total de variables de décision passe de N'n,, variables en tir simple & (N 4 1)nx +Nny
variables en tir multiple. De plus, (N + 1)nx contraintes d’évolution sont ajoutées au probléme
d’optimisation pour assurer la cohérence de la trajectoire d’état sur tout I’horizon de prédiction.
Toutefois, ces deux inconvénients peuvent étre facilement contournés en agencant les variables
de décision et les contraintes du probléme de fagon intelligente. En effet, comme le modele est
simulé séparément sur chaque sous-intervalle [tx,txy1], les contraintes qui s’appliquent sur le
noeud siy1 ne dépendront que du nceud précédent sy et de la variable d’entrée vi. Par consé-
quent, si les variables de décision et les contraintes sont déclarées dans le méme ordre que les
composantes du vecteur wg, = [s] v§ --- SX/& vxffl S/T\f]T, alors les matrices aux dérivées
partielles (jacobiennes et hessiennes) du probleme d’optimisation (1.108) seront diagonales par
blocs. Cette structure creuse, c’est-a-dire constituée essentiellement de zéros, peut étre effica-
cement exploitée par certains solveurs d’optimisation afin d’améliorer la vitesse de convergence
de leurs algorithmes. De plus, le fait d’inclure les noeuds s; dans les variables de décision du
probléme permet de mieux initialiser ce dernier, puisqu’il est désormais possible de lui fournir
une bonne premiere estimation de la trajectoire d’état optimale en réutilisant celle calculée a

I’itération précédente. Enfin, étant donné que la simulation du modele est découplée d’un sous-
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intervalle & lautre, les appels & la fonction @(-) peuvent étre parallélisés pour accélérer, encore
davantage, la convergence du solveur d’optimisation. Ainsi, malgré I'augmentation du nombre
de variables de décision et de contraintes qui en résulte, 'emploi du tir multiple est souvent
préférable a celui du tir simple, en particulier lorsque le solveur d’optimisation peut détecter et
exploiter la structure creuse des matrices du probleme (1.108). A noter cependant que, méme
en tir multiple, le solveur d’optimisation reste tributaire du bon fonctionnement du schéma

d’intégration numérique pour calculer la trajectoire d’état du modele.

3.2.4 Méthode simultanée (par collocation)

x(t),u(t) ¥4 (1%

XO,O L\%\&/

' X30 X
‘ : X1 : 31 x
Xo1 Xoz | Kin Tl
I . Xp N2 1 5
x(t)e 1 - X10 1 1 ” w 1 it (X3
| | | | | -2t (0xg, |
: 3 v, : : : :
Vo | ® 1 1 V2 i i
¢ ‘ : | . e ‘ ‘ V3 |
| 3 | | | . e i i
—— —t— —— —t—

too to1 loz2 ti0 11 ti2 T20 t21 t22 G300 31 l32 tap

FIGURE 1.12 — Exemple de trajectoire d’état et de signal de commande obtenus a la suite de la
transcription du probléme de commande optimale par une méthode simultanée.

Plutot que de considérer le schéma d’intégration numérique comme une boite noire appelée
en marge du solveur d’optimisation, une troisieme méthode de transcription, dite simultanée,
propose de fusionner les deux modules. Le principe d'une méthode de transcription simultanée est
d’inclure ’équation aux différences et les variables internes du schéma d’intégration numérique,
auparavant dissimulées au sein de la fonction ®(-), dans les contraintes et les variables de décision
du probléme d’optimisation. De cette maniere, le calcul de la suite de commandes optimale
et celui de sa trajectoire d’état associée peuvent étre réalisés simultanément par le solveur
d’optimisation, sans faire appel au schéma d’intégration numérique. Pour y parvenir, ce dernier
est généralement remplacé par une méthode de collocation de type Gauss-Legendre ou Gauss-
Radau (1.69), dont la formulation a été légérement modifiée afin de pouvoir étre mieux incorporée

aux contraintes du probléme. Cette fois-ci, le polynéme de collocation, et non plus sa dérivée
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temporelle, est projeté dans une base de polynémes de Lagrange :

V7 € st Xa(r) = 34, <T‘t’f>xk7j7 avee £(¢) = [ ( c=or > S (1109)

20\t — e =0

qui, a la différence de (1.66), dépendent explicitement des s € Nygneeuds 0 < ¢; < -+ < ¢s <1
de la formule de quadrature de Gauss, ainsi que d’un nceud supplémentaire ¢y = 0. De ce fait,

sachant que :

| | 1, sii=j - _
Vie[0,s], Vjel[0,s], ¢(c)= = Xp; = Xp(Thi) = X(Tg) (1.110)
0, sii#j
les coefficients (x40, ..., Xk,s) € RGETDx qu polyndme de collocation approchent numériquement

I'état du modele aux instants intermédiaires ¢t = 70 < -+ < T s < t41 définis par les noeuds
de la méthode :
Vie [[0,8]], Tk,i:tk+0i(tk+1 —tk). (1.111)

Sur chaque sous-intervalle [ty, tx+1], le polynome X () doit respecter les conditions suivantes :
Xi(tk) = %o et F(Xp(res), Xa(ris), W) = 0 pour tout i € [1,s]. (1.112)

De plus, comme en tir multiple, des contraintes de recollement sont ajoutées au probleme d’op-
timisation pour garantir la continuité de la trajectoire d’état sur l'intervalle de temps [0, 7], et

s’assurer que celle-ci part bien de 1’état initial mesuré sur le systéme réel :
Vk e [[0,./\/ - 2]], 7k+1(tk+1) _Yk(thrl) =0 et Yo(to) — X(t) =0. (1.113)

En outre, le terme intégral (1.102) de la fonction cotit d’origine peut étre approché en réutilisant
la formule de quadrature de Gauss (1.71) ayant permis de déterminer I’équation aux différences

de la méthode de collocation :

/ml L(R(r),u(r)) dr & (tr41 — 1) Z( / )L(X(T,ﬂ,j),u(m)). (1.114)

Uk i=1

Enfin, étant donné que :

s

- 1 T — tk; —
VT € bk tr]s Xil(r) = tk+1 _— Z dj<tk+1 - tk)xk’j et Xiltirn) = 2 i(1xes.
=0 =0

(1.115)

la transcription simultanée, par collocation, du probléme de commande optimale (1.27) conduit
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au probléme d’optimisation suivant :

N-1 s

i, (S 000m) + X w3 ([ 600 1)
oV j=0 k=0 0

i=1

Vk € [[O,N— 1]], Vi e [[O,S]], (Xk,iavk) €Y et Zgj(l)xs,j € Xf
§=0

1 & i(c;
VEk e [[O,N— 1]], Vi€ [[1,5]], F( Zdﬁj(c)xhj,xk’i,vk> =0

sous contraintes : b1 — tk j=0 dr

VEk € [0,N =2, xp10— Y 4i(1)xp; =0
=0

X0,0 — X(t) =0.
(1.116)

N e [+ 1 T T T T N(s+1)nx
ol Wy = [Xg0 " Xgs ' Xy_10--- Xn1s) ER (5D

Solveur d’optimisation
Y, X¢ [ Xq,o

Y

Xo,s

1 d?;(c; B \4 ._ Wx = '
j{’i(c)dc,% Nt XN.—l,O
0 :

. ,\ Xn—
Fonction colit | [ AN—-1,5]

et contraintes |

FIGURE 1.13 — Echanges de données entre les différents modules de I’algorithme de commande
prédictive lorsque le probléme est transcrit a 1’aide d’une méthode simultanée (ici collocation).

Comme mentionné précédemment, 'avantage des méthodes simultanées est de pouvoir cal-
culer la trajectoire d’état du modele en méme temps que la suite de commande optimale, et ce,
en faisant uniquement appel au solveur d’optimisation. En revanche, lorsque le schéma d’inté-
gration numérique est remplacé par une méthode de collocation de type Gauss-Legendre ou
Gauss-Radau de rang s € Ny, le nombre total de variables de décision et de contraintes
d’évolution du probléme d’optimisation passe de (N + 1)nx + Nny, variables et (N + 1)nx

contraintes en tir multiple, & NV (s + 1)nx + N'ny variables et (s + 1)ny contraintes en trans-
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cription simultanée. Heureusement, cet inconvénient peut de nouveau étre surmonté en décla-
rant les variables de décision et les contraintes du probleme suivant ’ordre des composantes du
vecteur wyy = [XE)I: 0 XE{ Vg o XIPLO XXLLS vi_1)". En effet, puisque les variables
internes du schéma d’intégration numérique apparaissent directement dans le probleme d’opti-
misation (1.116), la structure de ses matrices aux dérivées partielles sera beaucoup plus creuse
et clairsemée qu’en tir multiple. De méme, les potentielles non-linéarités qui peuvent découler de
la simulation du modele seront davantage atténuées en utilisant une méthode de transcription

simultanée plutot qu’une méthode de tir multiple.

3.2.5 Résumé : caractéristiques des différentes méthodes de transcription

Le probleme de commande optimale de l'algorithme de commande prédictive est générale-
ment transformé en un probléme d’optimisation numérique en choisissant un signal de commande

constant par morceaux et en utilisant I'une des trois méthodes de transcription suivantes :

e méthode de tir simple : la trajectoire d’état du modele est calculée d’un seul coup, en

dehors du probleme d’optimisation, du début & la fin de ’horizon de prédiction.
+ méthode facile & comprendre et rapide a mettre en place.
+ satisfaction implicite des contraintes d’évolution du modele.
+ wvariables de décision limitées a celles utilisées pour représenter le signal de commande.

— fonction colit et contraintes du probléme d’optimisation de plus en plus complexes et

sensibles aux conditions initiales & mesure que ’horizon de prédiction s’allonge.

— difficulté a traiter les modeles non-linéaires et/ou instables, ainsi que les contraintes

s’appliquant sur les variables d’état.

— solveur d’optimisation tributaire du bon fonctionnement du schéma d’intégration nu-

mérique appelé en aval.

e méthode de tir multiple : la trajectoire d’état du modele est calculée séparément, en
dehors du probleme d’optimisation, sur chaque sous-intervalle utilisé pour définir le signal

de commande.

+ fonction cofit et contraintes du probléme d’optimisation beaucoup moins complexes

et sensibles aux conditions initiales qu’en tir simple.

+ possibilité d’initialiser le probleme d’optimisation avec une partie de la trajectoire

d’état calculée précédemment.
+ possibilité de paralléliser les appels au schéma d’intégration numérique.

— augmentation du nombre de contraintes et de variables de décision du probleme d’op-

timisation.
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— nécessite de mettre en évidence et de pouvoir exploiter la structure creuse des matrices

aux dérivées partielles (jacobiennes et hessiennes) du probléme d’optimisation.

— solveur d’optimisation toujours tributaire du bon fonctionnement du schéma d’inté-
gration numérique appelé en aval.

e méthode simultanée : la trajectoire d’état du modele est calculée en méme temps que le
signal de commande, en incorporant I’équation aux différences et les variables internes du
schéma d’intégration numérique aux contraintes et aux variables de décision du probléme
d’optimisation.

+ trajectoire d’état directement calculée par le solveur d’optimisation.

+ structure des matrices aux dérivées partielles du probléme d’optimisation beaucoup

plus creuse et clairsemée qu’en tir multiple.

+ possibilité d’initialiser le probleme d’optimisation avec une partie de la trajectoire

d’état calculée précédemment.

— augmentation encore plus importante du nombre de contraintes et de variables de
décision du probleme d’optimisation.

— nécessite toujours de mettre en évidence et de pouvoir exploiter la structure creuse

des matrices aux dérivées partielles du probléme d’optimisation.

3.3 Résolution du probléme d’optimisation

La derniere étape pour mettre en place 'algorithme de commande prédictive est de résoudre
le probléme d’optimisation paramétrique [20], [24], [65], [66] obtenu & la suite de la transcription
directe du probléeme de commande optimale (1.27). La forme générale d’un probléme d’optimi-

sation paramétrique est donnée par :

0
min J(w;p) sous contraintes : (1.117)
w
0

ouw € R™ est le vecteur des variables de décision, p € R™ est un vecteur de parametres défini
en amont du probleme, et J:R™ x R™ — R est la fonction colit & minimiser. Lorsqu’elles
existent, les fonctions g : R™ x R" — R"s et h:R™ x R™ — R™ représentent les contraintes
d’inégalité et les contraintes d’égalité du probleme. Il est admis, dans ce qui suit, que toutes
les fonctions du probléme d’optimisation (1.117) sont au moins de classe C? sur leur ensemble
de définition respectif. De plus, il est également admis que I’ensemble fermé Y C R x R™ et
I'ensemble compact Xy C R"™* peuvent toujours étre représentés par un nombre fini d’inégalités
et d’égalités, ce qui est le cas, par exemple, si ces derniers sont des polyedres ou des produits
cartésiens finis d’intervalles fermés (bornés ou non). Enfin, étant donné que le probléme d’opti-

misation (1.117) est issu de la transcription du probléeme de commande optimale (1.27), seules
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les contraintes d’égalité h(-) dépendent véritablement du vecteur de parameétres p, et ce, de

surcroit, de facon linéaire :

IN

g(w)

1.118
h(w; p) ( :

0
min J(w) sous contraintes :
w 0.

En effet, dans le cadre d’un algorithme de commande prédictive, le vecteur de parametres p
correspond a l’état initial X(0) = x(¢) mesuré périodiquement sur le systeme réel. Or, celui-ci
n’apparait dans le probleme d’optimisation qu’a travers les contraintes d’égalité sy — x(t) = 0
en tir multiple (1.108) et xg0 — x(t) = 0 en transcription simultanée (1.116). De plus, méme
lorsque la fonction cotit et/ou les contraintes d’inégalité dépendent de ’état mesuré, comme en
tir simple (1.101), il est toujours possible de revenir au cas précédent en procédant de maniere
analogue au tir multiple, c’est-a-dire en ajoutant une variable de décision artificielle sy € R™*
au probleme d’optimisation, qui sera liée a I’état mesuré par la contrainte sy — x(¢) = 0. Cette
astuce, dite « d’incorporation de ’état initial » [21], [23], est souvent employée dans les systémes
temps réel afin de générer rapidement une nouvelle commande linéarisée a partir de celle calculée
précédemment [52], [55], [56], par exemple :

Vi (sh) ~ vi(st) + (%gs(fm(sg ~s}), oit typiquement s ~ x(t + 8), et sj ~x(t).  (1.119)

0
En outre, puisque le probléme d’optimisation (1.118) est paramétrique en le vecteur p, ’ensemble

des variables de décision admissibles 1’est également :
W(p) ={weR"™ |g(w)<0et h(w;p)=0}. (1.120)
Cela signifie donc que I’ensemble de réalisabilité du probléme est donné par :
P={peR™ |W({P)#0}. (1.121)

La valeur optimale du probléme d’optimisation (1.118) est I'infimum (le plus grand minorant)

de l'image directe {J(w) | w € W(p)} de 'ensemble d’admissibilité par la fonction coit :

J(p):= inf J(w). 1.122

(0)i=infT(w) (1.122)

La fonction colit optimale J*:R™ — R est la fonction qui, & chaque vecteur de parametres p,
associe la valeur optimale du probléme d’optimisation correspondant. Par convention, la valeur
optimale vaut 400 lorsque le probléme est irréalisable (I'infimum de I’ensemble vide vaut +o0),
et le probleme est dit « non borné » lorsque celle-ci vaut —oo. Un vecteur de variables de décision

admissibles w* € W (p) est optimal si et seulement si la valeur optimale du probléme est atteinte
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par la fonction cofit en ce point :

Jw*)= inf J(w)=J"(p) & VweW(p), J(W) < J(w). (1.123)
wEW(p)
Comme la valeur optimale du probleme peut étre atteinte plusieurs fois, I’ensemble des vecteurs
optimaux s’écrit :

argmin J(w) :={w e W(p) | J(w)=J"(p) } . (1.124)
weEW(p)

Pour tout p € P, la contrainte d’inégalité d’indice i € [1, ng] est active (ou saturée) en w € W(p)
si et seulement si g;(w) = 0. Par définition, les contraintes d’égalité sont actives en n’importe
quel point admissible. L’ensemble actif d’un vecteur de variables admissibles correspond aux

indices des contraintes actives en ce point :
VpeP, YweW(p), Alw) =[L,ny]U{ie[l,ng] | gi(w)=0}. (1.125)

Enfin, pour tout p € P, la condition de qualification dite « d’indépendance linéaire » est satisfaite
en w € W(p) si et seulement si les gradients des contraintes actives en ce point forment une

famille de vecteurs linéairement indépendants.

3.3.1 Dualité Lagrangienne et conditions nécessaires d’optimalité

Pour tout probleme d’optimisation sous contraintes (1.118), il est possible de définir une

fonction de pénalisation particuliére, connue sous le nom de « Lagrangien » :
Ng
L(w, A, p;p) = J(w) + D Nigi(w) + Z pihy = J(w)+ATg(w)+p'h(w;p). (1.126)
=1

Les composantes des vecteurs A € R"s et u € R™ sont les facteurs de pénalisation, ou « mul-
tiplicateurs de Lagrange », associés respectivement aux contraintes d’inégalité et d’égalité du
probléme. Lorsque les multiplicateurs de Lagrange liés aux contraintes d’inégalité sont positifs,
le Lagrangien permet d’exprimer le probléme d’optimisation sous contraintes (1.118) comme un

probléme d’optimisation sans contrainte :

inf sup L(w, A\, pu;p)= inf J(w)=J"(p), (1.127)
W A>0,pu weW(p)
car :
J(w), siweW
sup Lw A pip) =" ) (1.128)
A>0, p 400, sinon.
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D’apres 'inégalité max-min :

sup inf L(w, A, p; p) <inf sup L(w, A, u;p), (1.129)
A>0,pu W WoA>0,p

la valeur optimale J*(p) du probléme d’optimisation (1.118) est systématiquement minorée par :

Q*(p) := sup inf L(w, A, u;p). (1.130)
A0, p W
Cette grandeur peut étre considérée comme la valeur optimale d’un second probléme d’optimi-

sation sous contraintes, appelé probleme dual :

max Q(A, p;p) sous contraintes : A >0, ou Q(A, pu; p) :=inf L(w, A\, u; p). (1.131)
2 w

Le probléme d’optimisation d’origine (1.118), quant & lui, est renommé probléme primal. Etant
donné que le Lagrangien (1.126) dépend linéairement des vecteurs X et u, la fonction cotit du

probléme dual est concave sur 'ensemble convexe :
M={(Ap) eR"™= xR™ | A>0}. (1.132)

Or, maximiser une fonction concave revient a minimiser une fonction convexe. Par conséquent, le
probléme dual (1.131) est toujours convexe quelle soit la nature du probléme primal. De ce fait,
I'un des avantages du probleme dual est qu’il sera généralement plus simple a résoudre que le
probléme primal. En revanche, lorsque les variables de décision duales (A, pt) sont admissibles, la

fonction cotiit du probléme dual ne renvoie qu'une borne inférieure de celle du probléme primal :
Vw e R™, V(A pu) € M, QA p;p) < L(W, A, p;p) < J(w). (1.133)

L’idée du probleme dual est alors de maximiser cette borne inférieure pour se rapprocher le
plus possible de la valeur optimale du probléme primal. Le saut de dualité correspond a la
différence J*(p) — Q"(p) > 0 entre les valeurs optimales des problémes primal et dual. La
relation de dualité est qualifiée de forte si et seulement si le saut de dualité est nul. Dans ce
cas, les formulations primale (1.118) et duale (1.131) sont équivalentes, les deux conduisant a la
méme valeur optimale J*(p) = Q*(p). Lorsque le probléme primal est convexe, il suffit que les

conditions de qualification de Slater :
dw € W(p), Vie [1,ng], gi(w) <0. (1.134)

soient respectées pour que le saut de dualité devienne nul. En d’autres termes, la relation de

dualité est forte si le probleme primal est convexe et que son ensemble d’admissibilité admet un
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point intérieur. Plus globalement, la relation de dualité est forte si et seulement si le Lagrangien

admet un point-selle dual-admissible, c¢’est-a-dire un point (w*, X*, u*) € R™ x M tel que :
Vw e R™, V(A p) € M, LW\, pu;p) < LW A", p*p) < L(w, X5, u"5p).  (1.135)
En particulier :

sup  L(W5, A, pu;p) < L(W5 A", w5 p) <inf L(w, X", u*; p), (1.136)

(Ap) eM W
ce qui implique bien que I'inégalité max-min (1.129) se transforme en égalité au point (w*, A*, u*).
De plus, il est possible de démontrer qu'un point (w*, A*, u*) € R™ x M est un point-selle du
Lagrangien si et seulement w* est une solution optimale du probléme primal et (A*, u*) est une

solution optimale du probléme dual :

w* € argmin J(w) et (A", p") € argmax Q(A, u; p). (1.137)
wEW(p) (M) €M

La relation de dualité forte induit donc 'existence d’un couple de solutions optimales aux pro-
blemes primal et dual. Ce résultat peut étre exploité afin de déduire plusieurs conditions néces-
saires qui permettront de trouver I’ensemble des solutions potentielles aux deux problemes. En
effet, soit w* et (A*, u*) un couple de variables de décision primales-duales optimales pour lequel
le saut de dualité est nul. La premiére condition évidente que doit vérifier le point (w*, A*, u*)

est de respecter les contraintes des problemes primal et dual :

Vie [1,ng], gi(w*) <0
Vj e [1nm], hy(w*sp) =0 (1.138)
Vi€ [1,ng], A >0.

Puis, étant donné que le saut de dualité est nul et que les variables primales w* et duales (A*, u*)

sont optimales :
J(wW*) =9\, u*;p) = ir&fﬁ(w, A% p) < LW up) < J(wh), (1.139)
ce qui signifie que les deux inégalités ci-dessus sont en fait des égalités :

J(w") = inf L(w, A", p*;p) = L(W", A", u"; p). (1.140)
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Le vecteur w* minimise donc la fonction L£(-, A*, u*; p), ce qui conduit a la condition, dite de

« stationnarité », suivante :

Ng Nh
VwL(W* X p1*) = Vo J (W) + >N Vawgi(W) + > 15 Vhj(w*) =0 (1.141)
i=1 j=1

A noter que le gradient (1.141) du Lagrangien ne dépend pas du vecteur de parameétres p, car ce
dernier rentre linéairement dans les contraintes d’égalité. Enfin, puisque les variables primales

w* et duales (A*, u*) sont admissibles :

Ng Th
J(W*) = LW, X, 1" p) = J(W*) + D Ngi(w) + > 1 hj(w*;p) = A" 'g(w") =0.
i:lT =1 \_;,O_/
(1.142)

Cette derniere condition, dite de « complémentarité », implique que les multiplicateurs de La-

grange optimaux liés aux contraintes d’inégalités inactives en w* € W(p) sont forcément nuls :
Vie[l,ng], \jgilw*) =0 et gi(w") <0 = A; =0. (1.143)

En revanche, les multiplicateurs de Lagrange optimaux liés aux contraintes d’inégalités actives

en w* € W(p) peuvent étre soit nuls, soit strictement positifs selon le cas :
Vie [Lng], Afgi(w*) =0 et g(w")=0 = X\ >0. (1.144)

Une contrainte d’inégalité d’indice ¢ € A(w*) est alors faiblement active quand A} = 0 et
strictement active quand A} > 0. Par ailleurs, la condition de complémentarité (1.142) devient

« stricte » au point (W*, A*, u*) si et seulement si :
Vie[l,ng], \jgitw*) =0 et gi(w")=0 = A >0, (1.145)

c’est-a-dire si et seulement si les contraintes d’inégalités actives en w* € W(p) le sont de fagon
stricte. En résumé, tout couple w* et (A*, u*) de variables de décision primales-duales optimales
pour lequel le saut de dualité est nul doit satisfaire les conditions nécessaires d’optimalité, dites
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), suivantes :

Vi€ [1,ng], gi(w") <0
Vj € [1,nn], hj(w";p) =0
Vie [1,ng], Af >0 (1.146)

Vi€ [Lngl, Agi(w?) =0
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Ng Th
VwJ(w") + Z A Vwgi(w*) + Z 1;Vwhi(w*) =0.
i=1 j=1

Un point (w*, A", u*) qui vérifie les conditions de KKT (1.146) est appelé un point stationnaire.
Dans les faits, I’hypothese de dualité forte est souvent remplacée par une condition de qualifi-
cation des contraintes. Plus précisément, si w* est un vecteur de variables de décision primales
optimales pour lequel la condition de qualification d’indépendance linéaire est satisfaite, alors
il existe une unique paire (A*, u*) de multiplicateurs de Lagrange telle que (w*, A*, u*) est un

point stationnaire.

3.3.2 Principe des méthodes de points intérieurs

Les deux types de méthodes les plus employées en commande prédictive pour résoudre le
probléme d’optimisation paramétrique (1.117) résultant de la transcription du probleme de com-
mande optimale (1.27) sont les méthodes de programmation quadratique successive et les mé-
thodes de points intérieurs. Ces méthodes cherchent a trouver une solution potentielle aux pro-
blémes primal (1.118) et dual (1.131) en résolvant les conditions nécessaires d’optimalité (1.146).

Seules les méthodes de points intérieurs seront présentées ici.

Les conditions de KKT ne peuvent étre résolues directement par une méthode de recherche
zéro conventionnelle a cause des contraintes d’inégalité des problemes primal et dual. La premiere
étape d’'une méthode de points intérieurs consiste donc a éliminer les contraintes d’inégalité de
ces deux problemes. Tout d’abord, les contraintes d’inégalité du probléme primal sont éliminées

en introduisant des variables d’écart :

g(w) +s=0
g(w) <0
min J(w) s.c.: & min J(w) s.c.:{ h(w;p)=0 (1.147)
s>0.

Puis, les contraintes d’inégalité liées aux variables d’écart sont éliminées en ajoutant des fonctions

barriéres logarithmiques a la fonction colit du nouveau probléme primal :

ng —

g(w)+s=0
min J(w) — I/Z In (s;) sous contraintes : (w) (1.148)
b i=1 h(w;p)=0.

ou v € Ry est un petit parameétre scalaire, souvent appelé « parametre barriere ». L’avantage de
ces fonctions barriéres est qu’elles permettent de prendre implicitement en compte les contraintes

d’inégalité associées aux variables d’écart, puisque le probléme d’optimisation (1.148) devient
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irréalisable des que I'une d’entre elles se rapproche de zéro :
Ng
Vie [1,ng], 511-1310 —V;ln(si) = +00. (1.149)

Cependant, la fonction colit du probleme d’optimisation (1.148) n’est plus égale a celle du
probléme primal (1.118). Par conséquent, la seconde étape d’'une méthode de points intérieurs
est de résoudre a plusieurs reprise le probléeme d’optimisation (1.148) en diminuant a chaque fois

la valeur du parametre barriere v — 0, jusqu’a ce que la fonction cotit modifiée :
Jy(w,s) = J(w) — I/Z In(s;), (1.150)

soit égale a celle du probleme d’origine. Comme le gradient du Lagrangien :

Ng Th
Lo(w,8, 7, 1:p) = Jy(w,8) + > Ai(9:(W) +5:) + 3 by (wip), (1.151)
i=1 j=1

est donné par :

VWEV(VW S, A\, 1; p)

(1.152)
VsLy,(W,s, A\, t; p)

_ [V (W) + ZE AiVwgi (W) + 252, 1 Vawh(w)
Z?jl(—uvs In(s;) + AiVss;) .

les conditions de KKT du probleme d’optimisation (1.148) s’écrivent sous forme vectorielle :

~—

g(w)+s

Vikr (W, 8, A\, iy v) == ( ;T) T | =0 (1.153)
KK IR AN nd] . ’ .
T v J( ) 8%(w) A Og(w)

diag(s)A — vl,,

oll Ig(w)/OW = [Vwgi(W) -+ Viwgng(W)]" et Oh(w)/0w = [Vywhi (W) -+ Vyhy,, (w)]T sont
les matrices jacobiennes des fonctions g(w) et h(w;p), diag(s) € R"s*"s est la matrice diagonale
construite & partir des éléments du vecteur s € R et 1, = [1 --- 1]" € R"s. Contrairement
aux conditions de KKT (1.146) du probléme primal (1.118), les conditions de KKT (1.152) du
probléme barriére (1.148) peuvent étre facilement résolues en faisant appel a une méthode de

recherche de zéro de type Newton ou quasi-Newton.
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4 Résumé du chapitre

L’objectif de ce chapitre était de mettre en évidence les différentes étapes nécessaires a la

conception d’un algorithme de commande prédictive :
Etape 1 — modéliser le systéme & contrdler.

choix : phénomenes a représenter, dynamiques a négliger, parametres a identifier, action-

neurs & manipuler, etc.
Etape 2 — formuler le probléme de commande optimale.

choix : traduction du cahier des charges, horizon de temps, cofit de fonctionnement, cott

terminal, contraintes, etc.
Etape 3 — définir I'algorithme de commande prédictive.

choix : stabilité en boucle fermée, réalisabilité récursive du probléeme, fréquence de calcul

de la loi de commande, compensation du délai de transmission, etc.
Etape 4 — simuler le modéle du systéme & controler.

choix : précision et stabilité du schéma d’intégration numérique, taille du pas de temps,

controle de l'erreur de troncature, etc.
Etape 5 — transcrire le probléme de commande optimale en probléme d’optimisation numérique

choix : subdivision de I’horizon de prédiction, paramétrisation du signal de commande,

méthode de transcription, calcul numérique de l'intégrale.
Etape 6 — résoudre le probleme d’optimisation numérique

choix : calcul numérique des dérivées, méthode d’optimisation et de recherche de zéro

associée, normalisation du probleme d’optimisation, etc.
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CHAPITRE 11

MODELISATION POUR LA COMMANDE
DES REACTEURS A EAU SOUS PRESSION

1 Physique des réacteurs pour ’automaticien

L’objectif de cette section est d’introduire I’ensemble des concepts physiques nécessaires a
la compréhension du modele de réacteur nucléaire & eau sous-pression élaboré dans cette theése.
Les notions présentées ici sont déja bien établies dans la littérature scientifique et sont tirées

des ouvrages [67]-[69], des theses [6], [70], des articles [5], [71]-[75], du document technique [76],

ainsi que du site internet [77].

1.1 Fonctionnement des réacteurs a eau sous pression

réseau électrique
mode de turbo-alternateur
pilotage @_@_@
A

;@ ????? générateur aéroréfrigérant

grappes : de vapeur . 4
, C . g m
deA ! pressuriseur ) ) <
controle ; ; < .~

pompe condenseur

alimentaire
_____ . i eau
ceeur du e @ claire
réacteur
pompe de ballon D 5 acide
circulation D1 ® borique

FIGURE 2.1 — schéma simplifié d’une des boucles d’un réacteur a eau sous pression.
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Dans les grandes lignes, le principe de fonctionnement d’une centrale nucléaire est tres si-
milaire a celui des autres centrales thermiques, ’objectif étant toujours de convertir 1’énergie
mécanique de rotation d’une turbine en énergie électrique. Pour y parvenir, une source de cha-
leur fournit de ’énergie thermique & un fluide caloporteur afin de générer la vapeur entrainant
la turbine. Cette turbine est couplée & un alternateur qui, en tournant, génere de 1’électricité.
La vapeur résiduelle est ensuite repassée a 1’état liquide avant d’étre de nouveau vaporisée par le
fluide caloporteur. La réaction suit ainsi un cycle thermodynamique, dont le rendement maximal
est donné par : -

_ f
Thmax = - TC ) (21)
ouT ~ 325°C et Ty ~ 215 °C sont les températures de la source chaude et de la source froide lors
de I’échange de chaleur. La particularité des centrales nucléaires est que I’énergie produite par la
source de chaleur provient non pas de la combustion chimique d’un combustible fossile (charbon,
gaz, fuel, etc.) avec de I'oxygene, mais de la fission de noyaux atomiques lourds (généralement
des isotopes de 'uranium ou du plutonium) par des neutrons.

Le coeur du réacteur est ’endroit de la centrale ot ont lieu ces réactions de fissions. Tres
schématiquement, il s’agit d’une cuve cylindrique composée, selon la puissance délivrée, de 157
(réacteurs 900 MWe) a 241 (réacteurs EPR 1650 MWe) assemblages, contenant chacun 264 ou
265 crayons d’environ 4 metres de haut. Ces crayons sont constitués de tubes, ou gaines, en
alliage de zirconium dans lesquels sont empilés des pastilles de matériaux fissiles, communément
appelées combustible nucléaire par abus de langage. Les réacteurs a eau sous pression utilisent de
I'uranium faiblement enrichi comme combustible nucléaire, et comportent deux circuits d’eau
fermés : le circuit primaire, qui extrait et transmet I’énergie du coeur par lintermédiaire des
générateurs de vapeur, et le circuit secondaire, qui la récupeére et la transforme en électricité grace
au groupe turbo-alternateur. Les deux circuits d’eau sont totalement séparés pour empécher
que les éléments radioactifs présents dans le circuit primaire ne se retrouvent dans le circuit
secondaire.

En traversant le coeur du réacteur, ’eau du circuit primaire rentre en contact avec la gaine
des crayons de combustible, ol sa température passe d’environ 290 °C a 325 °C. Pour que 'eau
puisse rester liquide & ces températures, la pression du circuit primaire est maintenue autour
de 155 bar par un pressuriseur, de sorte que sa température d’ébullition atteigne 345°C. L’eau
chauffée par le coeur est ensuite répartie dans 3 ou 4 boucles, comprenant chacune un générateur
de vapeur et une pompe de circulation.

Les générateurs de vapeur sont a I'interface entre le circuit primaire et le circuit secondaire.
L’eau du circuit primaire qui les alimente circule a l'intérieur d’'un échangeur de chaleur a
faisceau tubulaire, le long duquel est vaporisée I'eau, plus froide d’une centaine de degrés, du
circuit secondaire. La vapeur ainsi générée permet, en se détendant, de faire tourner les roues

des différents étages (haute puis basse pression) de la turbine, reliés a ’arbre de transmission de
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lalternateur. Un troisiéme circuit d’eau ouvert sur I'environnement (fleuve ou mer) est utilisé
pour refroidir la vapeur restante lors de son passage dans le condenseur. L’eau issue de la
liquéfaction de la vapeur est alors renvoyée au générateur de vapeur par les pompes alimentaires
du circuit secondaire.

Le rendement d’une centrale nucléaire, d’environ 33 %, est inférieur a celui d’une centrale
thermique classique, d’environ 50 %, car la vapeur y est produite a plus basse température. En
revanche, I’énergie libérée par une réaction de fission est considérablement supérieure a celle
d’une combustion : autour de 200 MeV par atome pour une fission contre seulement quelques
électronvolts par atome pour une combustion. En outre, la réaction de fission peut étre pilotée
pour générer de ’énergie sur demande et ne produit aucun gaz a effet de serre, contrairement a

la combustion qui rejette, entres autres, du dioxyde de carbone.

1.2 Prérequis en neutronique

1.2.1 Notions de base et réaction en chaine

“\

FIGURE 2.2 — Schéma simplifié d’une réaction de fission émettant x = 3 neutrons et deux
produits de fission.

Lorsqu’un neutron %n est absorbé par le noyau atomique d’un élément chimique éX, son
nombre de masse A (nombre de protons et de neutrons) augmente d’un cran, mais son numéro
atomique Z (nombre de protons) reste identique. Le noyau atomique de l'isotope A+ZIX ainsi
constitué est ensuite susceptible, ou non, de se scinder en deux autres noyaux atomiques ’éin
et g‘;Yg plus légers (A1 + Ao < A et Zy + Zy = Z), appelés produits de fissions. Cette réaction
nucléaire §n + 4X = A+Z1X* = ‘gin + %Yg + k§n, dite de fission, libére une quantité
d’énergie phénoménale et peut s’accompagner d’une émission de quelques neutrons (0 < k < 7).

Ces neutrons, émis par fission, pourront alors :

e soit s’échapper du cceur du réacteur (fuite neutronique),
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e soit entrer en collision avec un noyau atomique, sans étre absorbés, puis rebondir en chan-
geant de direction (diffusion potentielle élastique),
e soit étre absorbés par un noyau atomique. Le noyau composé, isotope du noyau cible, gagne

de I’énergie d’excitation, qu’il va restituer par I'une des réactions nucléaires suivantes :

— diffusion résonnante élastique : ’énergie d’excitation est dissipée par I’émission

d’un nouveau neutron.

— diffusion résonnante inélastique : une partie de ’énergie d’excitation est dissipée
par I’émission d’un nouveau neutron, et le reste par I’émission d’'un rayonnement

gamma (transition isomérique).

— capture radiative : ’énergie d’excitation est dissipée sous forme de photons, par

I’émission d’un rayonnement gamma (transition isomérique).

— fission : I’énergie d’excitation est dissipée en fragmentant le noyau atomique cible en

deux (treés rarement trois) produits de fission, avec émission de nouveaux neutrons.

— émission de particules chargées : I’énergie d’excitation est dissipée par I’émission
d’une particule chargée de masse légeére ou nulle (désintégration radioactive de type

alpha, béta plus ou béta moins, voire émission de proton).

— émission de neutrons : 'énergie d’excitation est dissipée par 1’émission d’un ou de

plusieurs neutrons (extrémement rare).

Par la suite, les termes « diffusion » et « capture » seront respectivement utilisés pour désigner
toute réaction réémettant au moins un neutron, fission exclue, et toute réaction ne réémettant
pas de neutron. Etant donné que les neutrons émis par fission ont une chance, plus ou moins
grande, de provoquer de nouvelles fission, il est possible de déclencher une réaction en chaine.
En effet, certains noyaux atomiques lourds, comme celui de I'uranium 235 ou du plutonium 239,
produisent en moyenne plus de neutrons par fission qu’ils n’en capturent. A I'inverse, d’autres
noyaux atomiques, comme celui du xénon 135 ou du bore 10, capturent en moyenne plus de
neutrons qu’il n’en produisent par fission. Le facteur de multiplication effectif, noté k.g,
représente le nombre moyen de fissions induites par les neutrons issus d’une méme réaction de

fission ayant lieu dans un milieu combustible fini :

e si keg = 1, la réaction en chaine est stable et s’auto-entretient : le coeur est critique.
e si keg < 1, la réaction en chaine s’étouffe : le coeur est sous-critique.

e si keg > 1, la réaction en chaine s’emballe & un rythme exponentiel : le cceur est sur-critique.

En d’autre termes, le facteur de multiplication effectif donne I’évolution moyenne, d’une géné-
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ration de fissions & 'autre, de la population de neutrons dans le cceur :

nombre de neutrons de la génération courante

eff = o . "
nombre de neutrons de la génération précédente

. Ly PP 2.2
nombre de neutrons émis par fission a la génération courante (2:2)

nombre de neutrons perdus par fuite et capture a la génération précédente

Comme mentionné précédemment, I’énergie thermique générée par le coeur du réacteur augmente
directement avec le nombre de fissions se produisant en son sein. Or, puisque la réaction en
chaine suit une loi exponentielle, une variation, méme infime, du facteur de multiplication effectif
aura une influence non négligeable sur la température moyenne du coeur. Par conséquent, il est
essentiel de contrdler précisément 1’évolution du facteur de multiplication effectif autour de sa
valeur critique keg = 1 afin d’éviter que le coeur du réacteur ne surchauffe, le risque étant que
I’eau du circuit primaire se mette & bouillir puis se vaporise (crise d’ébullition), voire, pire encore,
que les crayons de combustible commencent & fondre (fusion partielle du coeur du réacteur). La

réactivité : L .
eff —

== 2.3

. (2.3)

permet de quantifier I’écart relatif du cceur par rapport a la configuration critique. Cette gran-

deur, sans dimension, s’exprime en pour cent mille (1 pcm = 1072 %), car sa valeur doit toujours

étre maintenue tres proche de zéro afin garder le contréle de la réaction en chaine.

section efficace
microscopique

flux neutronique -7

noyau atomique T

F1GURE 2.3 — Illustration du concept de section efficace microscopique.

D’autres grandeurs physiques doivent étre définies pour étudier comment les neutrons in-
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teragissent avec les noyaux atomiques du milieu dans lequel ils cheminent. Tout d’abord, la
densité neutronique n(t) représente le nombre de neutrons observés par unité de volume a
un instant donné. De méme, la densité particulaire XA(t) représente le nombre de noyaux
atomiques de I’élément chimique ng observés par unité de volume & un instant donné. Ces deux
grandeurs s’expriment respectivement en neutrons par centimetre cube (n cm_3) et en atomes
par centimétre cube (at cm™3). Le taux de réaction Ry (t, E) correspond ensuite au nombre
de réactions nucléaires (diffusion, fission, et capture) ayant lieu par unité de temps et de volume

dans le milieu considéré. Il s’agit du produit de deux autres grandeurs :

Rioi(t, E) = Siot (¢, E)d(1) , (2.4)

A savoir la section efficace macroscopique Y (¢, E), exprimée en cm™!, et le flux neutro-

2

nique ¢(t), exprimé en nem~2s~!. Le flux neutronique est défini par la relation :

d(t) = Van(t), (2.5)

o V;, est le module de la vitesse des neutrons décrits par la densité neutronique n(t). Contrai-
rement a ce que son nom indique, le flux neutronique n’est pas véritablement un flux au sens
physique du terme, mais s’apparente plutdt a un débit de neutrons multidirectionnel. Le flux
neutronique permet de caractériser le niveau d’interaction entre une population de neutrons se
déplagant a la vitesse V,, et les noyaux atomiques qui les entourent. Une population contenant
n(t) neutrons par centimetre cube interagira donc autant avec les noyaux atomiques du milieu
qu’une autre population deux fois moins dense mais se déplagant deux fois plus vite. La section
efficace macroscopique représente la probabilité par unité de longueur qu’une réaction nucléaire

se produise lorsqu’un certain matériau est soumis & un flux neutronique. Cette probabilité :
Stot(t, E) = ox(E)XA(t), (2.6)

dépend évidemment de la densité particulaire X (¢) de 'élément chimique 4X dont est constitué
le matériau. Si le matériau est composé de plusieurs éléments chimiques, par exemple ’gin et
é;Xz, sa section efficace macroscopique sera la somme pondérée des densités particulaires de
chaque élément :

Stot(t, E) = 05, (E)X1 () + 0, (B)X2 (). (2.7)

Le coefficient de proportionnalité ox(F), exprimé en barns (1b = 1072 ¢cm?), est la section
efficace microscopique de I’élément chimique éX. Pour faire simple, il s’agit de ’'ombre fictive
que projetterait le noyau atomique de 1I’élément chimique %‘X si sa taille était équivalente a
sa probabilité d’interaction avec un neutron incident, et que le flux neutronique auquel il est

exposé s’apparentait a un faisceau lumineux. La section efficace microscopique dépend a la fois de
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I’énergie cinétique du neutron incident et, dans une moindre mesure, de celle du noyau atomique
cible, la somme des deux énergies étant simplement notée E. En outre, il est possible de définir
différentes sections efficaces microscopiques partielles selon le type de réaction nucléaire (fission,

diffusion ou capture) étudiée :
ox(E) = 0°(E) + 0§ (E) + 0% (E). (2.8)
La méme regle s’applique aux sections efficaces macroscopiques :

Stot (t) = o (B)X (1) + o (B)X(1) + 05 (B)X (1), (2.9)

Eﬁs(t»E) Edif(t»E) Ecap(tvE)

et, par extension, aux taux de réaction :

Riot(t, E) = Zgs(t, E)d(t) + Zaie(t, E)P(t) + Leap (£, E)b(t) . (2.10)
Rgs(t,E) Rait (t,E) Reap (t,E)

Il est admis, dans ce qui suit, que la section efficace macroscopique de fission ¥gs ne dépend
pas explicitement du temps ¢ ni de I’énergie F, car I’évolution des noyaux atomiques fissiles est
lente par rapport a celle des neutrons et des produits de fission d’intérét, et les sections efficaces

microscopiques o5, o8 et o5 sont évaluées en certaines valeurs d’énergies bien précises.

1.2.2 Evolution isotopique des produits de fission

Au cours du cycle d’irradiation, les réactions de fission et de capture qui se produisent dans
le coeur du réacteur modifient la composition chimique du combustible nucléaire. Les noyaux
atomiques fissiles, en particulier, disparaissent progressivement en donnant naissance a une mul-
titude de produits de fission. Parmi tous les produits de fission générés, seule une vingtaine auront
une influence significative sur la section efficace macroscopique, et donc le taux de réaction, du

combustible nucléaire. Les équations de Bateman, de la forme :

A

dX(¢)
dt

= (1) — (g +POO)X O+ 3 (A +oKP00) X0, (211)

isotope X

permettent de décrire I’évolution de la densité particulaire de ces différents produits de fission.
Le premier terme de I’équation (2.11) correspond au taux de production de noyaux atomiques
par fission du combustible nucléaire. Cette production sera plus ou moins importante en fonction
de la valeur, exprimée en %, du rendement de fission 7, de I’élément chimique ’ngi. Tout
comme les sections efficaces microscopiques, le rendement de fission ne dépend pas explicitement

de la variable F, car celui-ci est évalué en certaines valeurs d’énergies bien précises. A noter que
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la somme des rendements de fission ainsi évalués vaut 200 %, puisque chaque réaction fission
génere deux produits de fission. Le deuxieéme terme correspond au taux de disparition de noyaux
atomiques par désintégration radioactive et capture neutronique. A la différence des réactions
de capture, la disparition par désintégration radioactive peut survenir méme en l’absence de
flux neutronique, mais ne concerne que certains noyaux atomiques instables, dit radioactifs.
Cette désintégration naturelle suit une loi exponentielle qui dépend uniquement de la constante
de décroissance radioactive )y , exprimée en s, de I’élément chimique ’gﬁXi. La période
radioactive T;Jf est la durée au bout de laquelle la moitié de la quantité initiale Xfl “(to) de
noyaux atomiques de I’élément chimique ’g:Xi aura disparu par désintégration radioactive :

Aj

i A; A; 1/y X t 1/y lIl 2
Xi (t) = Xi (to) exp (*)‘Xi(t — to)) et Xi (to + TX/I) = 12(0) = TX4 = ( ) .

1

(2.12)
X

Les périodes radioactives different drastiquement d’un élément chimique a I'autre, celles-ci pou-
vant aller de quelques milliardiemes de seconde a plusieurs milliards d’années. Le troisieme et
dernier terme correspond au taux de production de noyaux atomiques par désintégration radio-
active et capture neutronique d’autres noyaux atomiques présents dans le combustible nucléaire.
La chaine d’évolution du produit de fission % X est habituellement tracée afin de retrouver quels

12 .. Aj . N . .
¢éléments chimiques ,’ X; contribuent, en se transmutant, a la production de noyaux atomiques.
J

1.2.3 Evolution de la population de neutrons

Les réactions de fission libérent deux types de neutrons : les neutrons prompts, qui sont
émis des que le noyau atomique cible se scinde en deux, et les neutrons retardés, qui sont
émis un moment plus tard, par une petite fraction de produits de fission. En effet, la plupart
des produits de fissions sont instables, car ils contiennent beaucoup plus de neutrons que de
protons. Pour perdre leur excédent de neutrons, ces produits de fissions vont subir une ou
plusieurs désintégrations radioactives de type f~ (ot un des neutrons devient un proton en
jectant un électron et un antineutrinos jn = 1p + _Je + J¥) jusqu’a se transformer en un
noyau atomique stable. Cependant, il arrive qu’une des désintégrations de la chaine laisse le
noyau atomique résiduel dans un état suffisamment excité 4X = ﬁY* + Y + ¥V pour que
celui-ci émette spontanément un neutron , 4Y* = fZ‘ﬁY + $n. La durée qui s’écoule entre
la réaction de fission et 1’émission de ce neutron retardé dépend principalement de la période
radioactive du noyau, dit « précurseur », obtenu juste avant le noyau résiduel. Ce délai, compris
entre la dixieme de seconde et la minute, est tres supérieur au temps de vie moyen des neutrons
dans le cceur, plutot de 'ordre de quelques microsecondes. Ainsi, bien que les neutrons retardés
ne représentent qu’une infime partie des neutrons émis (environ 0.7 % = 700 pcm de la population
de neutrons), leur influence sur la cinétique de la réaction en chaine est considérable.

L’approche la plus simple pour décrire I’évolution de la population de neutrons est de réduire
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TABLE 2.1 — Caractéristiques des six groupes de précurseurs de I'uranium 235 (fission thermique)

Groupe g || Noyaux précurseurs || Période T,/ (s) || Fraction (3, (pcm) |
1 8Br, 12Cs 55,72 24
2 1377 88By 22.72 123
3 1381 89Br, 93Rb, “Rb 6,22 117
4 139] 93Ky, 99Ky, 143X e 90Br, 92Br 2.3 262
5 1407 145Cg 0,61 108
6 Br, Rb, As, etc. 0,23 45
Moyen Total 8,157 679

le coeur du réacteur & un point en négligeant ses dimensions axiale et radiale. Etant donné que
la notion de densité n’a plus sens, la variable n(t) représente cette fois-ci le nombre de neutrons
observés a un instant donné. De plus, comme les produits de fission capables d’émettre des
neutrons se comptent par centaines, les noyaux précurseurs de neutrons retardés ne sont
pas considérés individuellement, mais sont rassemblés en typiquement 6 ou 8 groupes de noyaux
atomiques ayant des périodes radioactives similaires. Chaque groupe g € N de précurseurs est
alors caractérisé par une constante de décroissance radioactive Ay := In(2)/7,” et une fraction
de neutrons retardés j,, exprimée en pcm. Dans ce contexte, la variable cy(t) représente le
nombre de noyaux précurseurs appartenant au groupe g € N observés a un instant donné. Les
équations de la cinétique ponctuelle se déduisent ensuite en évaluant le nombre de neutrons et

de précurseurs qui apparaissent et disparaissent du cceur du réacteur a chaque instant :

dz(tt) — (]‘ B ﬁ)kjiﬁ(t) — 1n(t) + Z)‘gcg(t)
de(t) _ Bohen(t) g 2
gt = Z n(t) — Ageg(t),

ol A est le temps de vie moyen d’un neutron, de son apparition & sa disparition par fuite,
capture ou fission, et 3 = > 5, est la fraction totale de neutrons retardés. Le premier
terme de I’équation des neutrons correspond a la différence entre le taux de production et le
taux de disparition d’'une génération de neutrons prompts, tandis que le second terme corres-
pond au taux de production de neutrons retardés par désintégration radioactive des groupes de
précurseurs. Bien entendu, 'effet de cette désintégration radioactive se retrouve dans le taux de
disparition des équations des précurseurs. Leur taux de production, quant a lui, est égal a la
fraction de neutrons retardés qu’ils génerent. En fait, il apparait clairement, a ’aide du chan-

gement de variable ¢4(t) := Agcq(t), que chaque groupe de précurseurs se comporte comme une
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source de neutrons :

dr(ziit) _ (- ﬁ)kff(t) ENP A0
5 (2.14)
dz, (1)

Ty = —¢4(t) + Ky(t)n(t)

dt
dont la réponse temporelle est retardée par un systeme linéaire du 1°* ordre a gain variant
K,(t) == Bgker(t)/A ayant pour constante de temps 7, := 1/\,. Par ailleurs, une méthode souvent
employée pour simplifier les équations de la cinétique ponctuelle (2.13) consiste & fusionner les

différents groupes de précurseurs en un seul groupe moyen :

de(t)  Bkes(t)
dt A

n(t) — Ae(t) (2.15)

caractérisé par une constante de décroissante radioactive \, obtenue en pondérant les constantes

de temps 7, de chaque groupe par leurs fractions de neutrons retardés 3, respectives :

1. 2By _ 1§55
Y &%_ﬁg&' (2.16)

Pour simplifier encore davantage ’écriture, les équations de la cinétique ponctuelle (2.13) peuvent

également s’exprimer en fonction de la réactivité :

dn(t)  plt) = 8

dt A*(2)
delt) _ By~ aet) 0
dt A*() ’

et du temps de génération moyen A*(t) := A/keg(t) que met un neutron pour en produire
un autre par fission. A noter que le temps de génération moyen est habituellement supposé

constant, car la réactivité reste toujours tres proche de zéro en fonctionnement normal :

A

VEER A1) = 1o

= A(l - p(t)) ~ A, quand |[[p(t)|| = 0. (2.18)

En effet, cette derniére doit impérativement étre inférieure a la fraction totale des neutrons
retardés J ~ 650 pcm pour éviter que le coeur ne devienne sur-critique par neutrons prompts. Si
cela était le cas, le taux de production de neutrons prompts permettrait a lui seul d’augmenter
la taille de la population, ce qui rendrait la réaction en chaine totalement incontrélable, puisque
le temps de génération moyen A* ~ 20ps est extrémement court dans les réacteurs a eau
légere. Dans les faits, les parametres du cceur du réacteur (taille et répartition des assemblages
combustibles, quantité et densité de matériaux fissiles, etc.) sont dimensionnés de fagon a rendre

la réaction en chaine intrinséquement stable. En particulier, il est crucial de s’assurer que le
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coefficient de température du facteur de multiplication effectif est négatif, c’est-a-dire qu'une
élévation de la température du coeur n’entraine pas une augmentation de la réactivité. Les
deux principaux phénomenes physiques qui affectent le coefficient de température sont 1’effet

modérateur et 'effet Doppler.
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FIGURE 2.4 — Réponses temporelles des neutrons et des noyaux précurseurs données par les
équations de la cinétique ponctuelle (2.17) a un créneau de réactivité de —100 pcm.

1.2.4 Effet modérateur

Lorsqu’un neutron est émis a la suite d’une fission, son énergie cinétique avoisine les 2 MeV,
ce qui correspond & une vitesse d’environ 20 000 kms™!. A cette vitesse, la probabilité que le neu-
tron interagisse avec I'un des noyaux atomiques fissiles du coeur (uranium 235 ou plutonium 239)
est extrémement faible. Fort heureusement, celle-ci augmente a mesure que le neutron ralentit.
Le réle du modérateur est donc de freiner les neutrons jusqu’a ce que leur probabilité de ren-
contrer un noyau atomique fissile devienne suffisamment grande pour entretenir la réaction en
chaine. Pour ce faire, les neutrons doivent céder la majeure partie de leur énergie cinétique aux
noyaux atomiques du modérateur par le biais de diffusions successives. Une fois complétement
ralentis, les neutrons atteignent une vitesse d’environ 2kms—!, soit une énergie cinétique proche
de 1/40 eV, et sont qualifiés de lents, ou plutét de thermiques, car lagitation thermique du
milieu dans lequel ils se trouvent leur apporte désormais autant d’énergie cinétique qu’ils n’en

perdent par diffusion. A noter, par ailleurs, que le nombre de diffusions nécessaires pour arri-
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FIGURE 2.5 — Sections efficaces microscopiques totales de 'uranium 235 et de 'uranium 238.

ver a ’équilibre thermique avec la matiére sera d’autant plus faible que la masse des noyaux
atomiques du modérateur est proche de celle du neutron incident.

Dans les réacteurs a eau légere !, notamment les réacteurs a eau sous-pression, les atomes
d’hydrogéne du fluide caloporteur font office de modérateur, ce qui contribue & stabiliser la
réaction en chaine. En effet, lorsque la puissance du coeur augmente, la température du fluide
caloporteur, a savoir I’eau du circuit primaire, augmente également. Or, a cause de la dilatation
thermique, la distance entre les molécules d’eau du circuit primaire s’accroit (autrement dit, la
densité de I'eau devient plus faible). De ce fait, les neutrons ont moins de chance d’interagir avec
les noyaux atomiques d’hydrogene, et mettent donc en moyenne plus de temps a étre ralentis
par le modérateur. Par conséquent, la puissance du coeur du réacteur finit par diminuer, car
les réactions de fission sont moins fréquentes qu’auparavant. A l'inverse, lorsque la puissance
du ceeur diminue, la température de ’eau du circuit primaire diminue elle aussi, si bien que sa
densité augmente. Des lors, comme les neutrons sont a présent mieux ralentis par le modérateur,
la puissance du cceur finira t6t ou tard par réaugmenter avant de se stabiliser de nouveau.

L’effet modérateur désigne I'’ensemble des variations de réactivité induites par le change-
ment de densité du milieu utilisé pour ralentir les neutrons. Une conséquence notable de 1’effet
modérateur est, qu’a I’équilibre, la puissance générée dans la partie basse du coeur sera légere-

ment supérieure a celle générée dans sa partie haute, puisque la température de ’eau du circuit

1. L’eau légere (1H20), par opposition & ’eau lourde (3H20), a tendance & trop capturer les neutrons, ce qui
explique pourquoi le combustible nucléaire doit étre enrichi & hauteur d’environ 3-4 % d’uranium 235 fissile, ce
dernier ne représentant que 0.72 % de 'uranium naturel (minerai d’uranium présent naturellement dans le sol).
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température faible température élevée
= collisions plus fréquentes = collisions moins fréquentes

F1GURE 2.6 — lustration de l'effet du changement de densité du milieu modérateur sur le temps
de ralentissement des neutrons.

primaire est toujours moins élevée en entrée qu’en sortie du coeur.

1.2.5 Effet Doppler

Les deux isotopes primordiaux de I'uranium sont 'uranium 235 et I'uranium 238. Le noyau
atomique de 'uranium 235 est qualifié de fissile, car il est susceptible de subir une fission quelle
que soit ’énergie cinétique du neutron absorbé. Le noyau atomique de 'uranium 238, en re-
vanche, n’est pas fissile, car celui-ci ne pourra subir de fission que si I’énergie cinétique du
neutron absorbé dépasse un certain seuil, supérieur a 1 MeV. Dans le cas contraire, le neutron
incident sera simplement capturé par le noyau atomique de I'uranium 238, sans qu’aucun nou-
veau neutron ne soit émis : la capture est alors dite fertile si la désintégration radioactive du
noyau composé, 'uranium 239, conduit plus tard & la formation d’un noyau fissile (plutonium 239
ou plutonium 241), et stérile sinon.

Lorsque les neutrons sont ralentis par le modérateur, leur énergie cinétique tombe rapide-
ment en-dessous du seuil de fission de I'uranium 238. Une partie d’entre eux sera donc capturée
de maniére stérile par 'uranium 238, qui représente plus de 95 % des noyaux atomiques du com-
bustible nucléaire, et ne participeront plus a I’entretien de la réaction en chaine. La probabilité
qu'un neutron se fasse capturer par les noyaux atomiques d’uranium 238 n’est pas uniforme,
mais comporte une multitude de pics de résonances tres élevés, dont ’apparence change en fonc-

tion de la température du combustible nucléaire. Trés schématiquement, ces pics de résonances
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FIGURE 2.7 — Sections efficaces microscopiques totales de I'uranium 235 et de 'uranium 238
dans le domaine des neutrons épithermiques.

s’aplatissent et s’élargissent & mesure que la température du combustible croit, ce qui augmente
la probabilité que les neutrons soient capturés par les noyaux atomiques d’uranium 238. A l'in-
verse, les résonances de capture de 'uranium 238 s’étirent et s’amincissent a mesure que la
température du combustible décroit, ce qui diminue la probabilité que les neutrons soient captu-
rés par les noyaux atomiques d’uranium 238. Ce phénomene d’élargissement ou d’amincissement
des résonances est appelé effet Doppler, car il découle du changement de vitesse relative entre le
neutron incident et le noyaux atomique cible, induit par les variations de température du milieu

combustible.
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FiGURrE 2.8 — Illustration du phénomene d’élargissement et d’amincissement des résonances de
capture de I'uranium 238 en fonction de la température du combustible nucléaire.

A Tinstar de l'effet modérateur, Deffet Doppler stabilise la réaction en chaine, puisqu’il s’op-
pose aux variations de température du combustible nucléaire. Toutefois, I'effet Doppler se ma-
nifeste beaucoup plus rapidement que 'effet modérateur, étant donné que la température du

combustible varie presque instantanément quand la puissance du cceur du réacteur est modifiée.

1.2.6 Empoisonnement au xénon

L’uranium 238 n’est pas le seul élément chimique qui puisse capturer un nombre important
de neutrons de maniere stérile. Les éléments chimiques ayant le plus de chance de capturer des
neutrons sont appelés des poisons neutroniques. Le xénon 135, en particulier, est le poison neu-
tronique qui posséde la plus grande capacité de capture de neutrons thermiques : la probabilité
qu'un neutron thermique soit capturé par un noyau de xénon 135 est environ 4500 fois plus
élevée que celle de provoquer une fission avec un noyau d’uranium 235, toutes choses égales
par ailleurs. De ce fait, I’évolution de la densité particulaire de xénon 135 dans le combustible
nucléaire aura une influence considérable sur la réaction en chaine, ’anti-réactivité apportée par
ce poison neutronique étant de l'ordre de —3000 pcm pour un réacteur a eau sous pression en
fonctionnement normal.

Bien que le xénon 135 soit en partie produit par fission (yx. = 0.1 %), la majorité de celui-ci
provient de la désintégration radioactive de I'iode 135, lui-méme obtenu par fission et par dés-
intégration radioactive du tellure 135. Néanmoins, comme la période radioactive du tellure 135
est négligeable devant celles de 1'iode 135 et du xénon 135 (T, = 19.2s contre T = 6.53h et
T = 9.17h respectivement), il est souvent admis que 'iode 135 est directement produit par

fission, avec un rendement cumulé de v, = 6.4 % (somme du rendement de fission du tellure 135
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FIGURE 2.9 — Sections efficaces microscopiques totales de 'uranium 235 et du xénon 135 autour
du domaine des neutrons thermiques.

et de l'iode 135). Le xénon 135 disparait ensuite soit par désintégration radioactive, en se trans-
formant en césium 135, soit par capture neutronique stérile, en se transformant en xénon 136.
Les équations de Bateman qui décrivent I’évolution des densités particulaires d’iode 135 et de
xénon 135 sont données par :

135

dldt(t) — e (t) — M) (2.19)

135
135

d 135
Xdet(t) = ’VXeZﬁsd)(t) + Al (t) — (/\Xe + Uiip(b(t))Xe (t) )

Le couplage entre I'iode 135 et le xénon 135 peut étre facilement comparé a celui d’un systeme
a deux réservoirs. Dans cette analogie, les densités particulaires d’iode I (¢) et de xénon ng(t)
sont représentées par le niveau d’eau de leurs réservoirs respectifs, tandis que le flux neutro-
nique ¢(t) correspond au taux d’ouverture de deux vannes de régulation de débit connectées
entre elles. Ces vannes agissent simultanément sur le débit d’entrée des deux réservoirs, par le
biais des réactions de fission, et sur le débit de sortie du réservoir de xénon, par le biais des
réactions de capture. Le réservoir d’iode, situé en amont, se vide naturellement par décroissance
radioactive dans le réservoir de xénon, situé en aval, a la maniere de I’eau s’écoulant par gra-
vité. Comme le tuyau qui relie la premiére vanne de régulation de débit au réservoir de xénon
est beaucoup moins large que celui en sortie du réservoir d’iode, le débit d’entrée du réservoir

de xénon dépend surtout du débit de fuite du réservoir d’iode. Le réservoir de xénon se vide
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FIGURE 2.10 — Chaine d’évolution simplifiée de I'iode 135 et du xénon 135, issue de la fission
de 'uranium 235 dans le domaine thermique.

également de facon naturelle par décroissance radioactive, mais a une vitesse sensiblement plus
lente que le réservoir d’iode. De ce fait, le débit de sortie du réservoir de xénon dépend avant

tout du taux d’ouverture de la seconde vanne de régulation de débit.

Lorsque le flux neutronique est constant, le niveau des deux réservoirs reste stable, car leurs
débits d’entrée et de sortie s’équilibrent au bout d'un certain temps. Si le flux neutronique
diminue en partant de cet état d’équilibre, le niveau du réservoir d’iode va baisser jusqu’a ce que
son débit d’entrée compense de nouveau les fuites liées a sa décroissance radioactive. Le niveau
du réservoir de xénon, en revanche, va d’abord augmenter en passant par un pic, car les fuites
liées aux captures neutroniques diminuent avant méme que le débit de sortie du réservoir d’iode
ne commence a baisser. L’amplitude et la durée du pic xénon seront alors d’autant plus élevées
que la différence entre 'ancienne et la nouvelle valeur de flux neutronique est importante. Une
fois le pic terminé, le réservoir de xénon commence a se vider jusqu’a atteindre un nouveau
niveau d’équilibre, plus faible que celui duquel il est initialement parti. Les mémes variations

d’iode et de xénon se produiront en sens inverse si le flux neutronique réaugmente par la suite.

En résumé, la production de xénon est principalement dictée par ’historique du flux neutro-
nique, symbolisé par le réservoir d’iode, tandis que sa disparition est principalement dictée par la
valeur instantanée du flux neutronique, symbolisée par la seconde vanne de régulation de débit.
Ce décalage temporel entre la production et la disparition de xénon peut, a long terme, faire
osciller de maniere instable la puissance du cceur si la distribution spatiale du flux neutronique

n’est pas uniforme.
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FIGURE 2.11 — Illustration du couplage entre l'iode et le xénon a l'aide d’un systéme a deux
réservoirs.

1.3 Pilotage des réacteurs a eau sous pression
1.3.1 Description et enjeux d’une variation de charge

En dehors des transitoires d’arrét et de redémarrage, réalisés spécifiquement pour remplacer
le combustible usé ou mener des opérations de maintenance, les centrales nucléaires peuvent étre
amenées a modifier la puissance électrique délivrée par leur turbine a la demande du gestionnaire
du réseau de transport d’électricité (RTE en France). Ces variations de puissance, indispensables
pour maintenir I’équilibre entre la production et la demande d’électricité, sont habituellement
classées en trois catégories, qui se distinguent par 'amplitude, la vitesse, le niveau d’occurrence,

et le caractere aléatoire ou planifié du transitoire réalisé :

1) Le suivi de charge permet de compenser la majeure partie des fluctuations journaliére de
la demande d’électricité. Les variations de puissance réalisées en suivi de charge peuvent
étre effectuées & une vitesse maximale de 5 %PN min~!, pour les centrales les plus flexibles,
et couvrent une plage de fonctionnement comprise entre 30 %PN et 100 %PN. Le profil de
charge que la turbine doit suivre quotidiennement est envoyé plusieurs heures a ’avance
aux opérateurs de la centrale, mais celui-ci peut étre modifié en urgence par le répartiteur

du réseau, jusqu’a une dizaine de minutes avant de débuter la prochaine variation de
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FIGURE 2.12 — Réponses temporelles des densités d’iode et de xénon données par les équations
de Bateman (2.19) a des échelons de flux neutronique d’amplitudes différentes (—50 % et +25 %).

puissance. En général, le profil de charge comprend deux variations de puissance espacées
de quelques heures (par exemple une baisse de charge le soir et une reprise de charge le
matin) durant lesquelles la turbine reste a puissance constante (par exemple 50 %PN en
palier bas et 100 %PN en palier haut).

2) Le réglage de fréquence primaire permet de corriger automatiquement une partie du
déséquilibre de fréquence du réseau lié aux fluctuations aléatoires de la demande d’élec-
tricité a ’échelle locale. Le signal de réglage de fréquence primaire envoyé a la centrale
est proportionnel & I’écart entre la fréquence mesurée et sa valeur de référence (50 Hz
en Europe), et change donc de fagon imprévisible, en temps réel, & une vitesse d’environ
1%PNs~!. En France, "amplitude des variations de puissances engendrées par le réglage
de fréquence primaire est comprise entre +2.5 %PN, ce qui correspond a un écart de fré-
quence de =50 mHz.

3) Le réglage de fréquence secondaire permet de résorber automatiquement les écarts
de fréquence et de puissance qui apparaissent entre les différentes zones géographiques du
réseau, en raison du statisme du réglage de fréquence primaire et des échanges d’électricité
avec les autres pays européens. Le signal de réglage de fréquence secondaire envoyé a
la centrale est déterminé a 1’échelle nationale par le gestionnaire du réseau de transport
d’électricité. Il s’agit d’un signal de type proportionnel-intégral qui évolue beaucoup plus

lentement, & une vitesse d’environ 1 %PNmin~!, que le signal de réglage de fréquence
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primaire. Du fait de sa conception, 'amplitude des variation de puissance engendrées par

le réglage de fréquence secondaire est comprise entre +5 %PN en France.

Le type et le nombre de transitoires que pourra réaliser une centrale nucléaire est établi conjoin-
tement avec 'exploitant (EDF en France) en fonction, d’une part, des contraintes thermoméca-
niques que peuvent supporter ses éléments constitutifs et, d’autre part, de sa capacité a rejeter
les perturbations causées par les variations de charge de la turbine. Ces perturbations vont

affecter deux grandeurs fondamentales vis-a-vis du pilotage de la réaction en chaine, a savoir :

1) La température moyenne du circuit primaire T,y (t), calculée & partir de la tempé-

rature de 1’eau mesurée en entrée Ti,(t) et en sortie Toyue(¢) du coeur du réacteur :

T’in(t) + Tout(t) )

5 (2.20)

Tmoy(t) =

2) Le déséquilibre axial de puissance du coeur AO(t), pour Azial Offset, calculé a partir

de la puissance Py (t) mesurée dans sa partie haute et Pg(t) mesurée dans sa partie basse :

AO(t) = A Z 2BV (2.21)

Ordre de diminuer la puissance
électrique générée par la centrale

|

fermeture des vannes d’admission vapeur = diminution du
débit massique du jet de vapeur alimentant la turbine

!

accumulation de la vapeur dans les GV
= augmentation de la pression = augmentation
de la température de 'eau au sein des GV

|

diminution de I'écart de température entre les
circuit primaire et secondaire = diminution de la
chaleur échangée aux GV = augmentation de la
température de I'eau du circuit primaire

!

diminution de la réactivité par effet modérateur =

diminution de la puissance générée par le coeur =

augmentation de la réactivité par effet Doppler =
puissance du cceur al’ apres la baisse de charge

Ordre d’augmenter la puissance
électrique générée par la centrale

|

ouverture des vannes d’admission vapeur = augmentation
du débit massique du jet de vapeur alimentant la turbine

!

dissipation de la vapeur dans les GV
= diminution de la pression = diminution de la
température de I'eau au sein des GV

!

augmentation de I'écart de température entre les
circuits primaire et secondaire => augmentation
de la chaleur échangée aux GV = diminution de la
température de I'eau du circuit primaire

|

augmentation de la réactivité par effet modérateur =
augmentation de la puissance générée par le coeur =
diminution de la réactivité par effet Doppler = puissance
ducceural’ apres la reprise de charge

FIGURE 2.13 — Résumé du déroulement d’une variation de charge.

En effet, pendant une baisse de charge (resp. reprise de charge), la puissance électrique générée
par la centrale est progressivement réduite (resp. amplifiée) en diminuant (resp. augmentant) le

débit du jet de vapeur qui alimente le groupe turbo-alternateur. Cette diminution (resp. aug-
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mentation) du débit vapeur augmente (resp. diminue) la pression, et donc la température, de
I’eau du circuit secondaire contenue a 'intérieur des générateurs de vapeur. De ce fait, la quan-
tité de chaleur extraite du circuit primaire vers le circuit secondaire devient moins (resp. plus)
importante, ce qui provoque une augmentation (resp. diminution) de la température de 1'eau
du circuit primaire. Or, étant donné que le coeur est congu de telle sorte que le coefficient de
température du facteur de multiplication effectif soit négatif, cette augmentation (resp. dimi-
nution) de température fera diminuer (resp. augmenter) la réactivité jusqu’a ce qu’elle atteigne
un nouvel état d’équilibre une fois la baisse (resp. la reprise) de charge terminée. La réaction
en chaine est donc capable de s’auto-réguler face aux variations de charge de la turbine du fait
de la nature stabilisante des contre-réactions neutroniques (effets Doppler et modérateur). La
puissance relative du cceur du réacteur, en particulier, suit naturellement celle de la turbine,
avec un léger retard di a l'inertie thermique du générateur de vapeur. Cependant, en ’absence
de moyen de controle de la réactivité, la température moyenne de I’eau du circuit primaire et la
distribution axiale de puissance du coeur risquent de s’éloigner grandement des conditions limites
d’exploitation. Ces limites, définies en bureau d’étude, permettent d’obtenir des performances

opérationnelles optimales au regard des exigences de siireté de la centrale :

e Concernant la température moyenne du circuit primaire, il s’agit de suivre, a une certaine
tolérance pres, une température de référence qui évolue en fonction de la puissance relative
de la turbine. Ce programme de température, qui differe d’un type de réacteurs a l'autre,
vise a maximiser le rendement du cycle thermodynamique de la centrale sans faire bouillir
I’eau du circuit primaire.

e Concernant le déséquilibre axial de puissance du ceeur, il s’agit de rester, & une certaine
tolérance pres, autour d’une valeur de référence fixe afin d’éviter de créer des pics de
puissances locaux et de déclencher des oscillations xénon. Ces oscillations de puissance
apparaissent typiquement lorsque la distribution de flux neutronique est soudainement
perturbée, et que le déséquilibre qui s’ensuit n’est pas corrigé. Par exemple, entre le début
et la fin d’une baisse de charge, la température de ’eau du circuit primaire augmentera
plus fortement en entrée qu’en sortie du cceur, ce qui signifie que la réactivité, et donc
le flux neutronique, diminuera davantage dans sa partie basse que dans sa partie haute.
Cette perte de symétrie initiale de la distribution de puissance va s’accentuer a court
terme, car le xénon disparaitra plus rapidement dans la région ou le flux neutronique
est le plus élevé, c’est-a-dire en haut du cceur actuellement. La perturbation va ensuite
s’inverser a long terme, car le surplus d’iode généré entre-temps dans la région a haut flux
neutronique va progressivement se désintégrer en xénon. L’anti-réactivité apportée par ce
dernier sera alors plus importante dans la partie haute que dans la partie basse du ceeur,
ce qui aura pour conséquence de faire basculer la distribution de puissance dans l'autre

sens. Si cette situation perdure, les oscillations de puissance continueront de s’amplifier,
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FIGURE 2.14 — Distributions de puissance et de température du cceur obtenues apres avoir
réalisé différentes baisses de charge sans controle de la réactivité en partant de 100 %PN.

jusqu’a ce que I’évolution du xénon soit parfaitement en opposition de phase avec celle du
flux neutronique. Le risque, a ce stade, serait que la totalité de la puissance libérée finisse
par se retrouver dans une seule moitié du coeur, ce qui conduirait a 'arrét automatique

du réacteur une fois les seuils de puissance linéique autorisés dépassés.

1.3.2 Caractéristiques des actionneurs du cceur

Deux mécanismes de controéle de la réactivité ont été mis au point pour compenser 'impact
des contre-réactions neutroniques et du xénon sur la température moyenne du circuit primaire

et le déséquilibre axial de puissance du ceeur :

1) Les grappes de commande, souvent appelées barres de controle par abus de langage,
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FIGURE 2.15 — Mlustration du phénomene de basculement de la distribution de puissance du
ceeur lié aux oscillations xénon.

TABLE 2.2 — Composition des grappes de commande des réacteurs nucléaires du parc francais.

Réacteur || Grappes noires || Grappes grises

8 AIC
900 MWe 24 crayons en AIC crayons en ]
16 crayons en acier

8 AIC
1300 MWe || 24 crayons en AIC (partie basse) et B4C (partie haute) crayons en )
16 crayons en acier

12 AIC
1450 MWe || 24 crayons en AIC (partie basse) et B4C (partie haute) crayons en ]
12 crayons en acier

8 AIC
1650 MWe || 24 crayons en AIC (partie basse) et B4C (partie haute) crayons en )
16 crayons en acier

sont des ensembles solidaires et mobiles de crayons recouverts d’acier, fabriqués a partir
de matériaux capturant les neutrons thermiques. Elles permettent de modifier la réactivité
du ceeur en s’insérant ou s’extrayant par le haut de tubes guides, situés a 'intérieur de
certains assemblages combustibles. Les grappes noires, tres absorbantes, sont constituées
uniquement de crayons neutrophages, contenant un alliage argent-indium-calcium (AIC)
et/ou du carbure de bore (B4C). Les grappes grises, moins absorbantes, sont constituées
a la fois de crayons neutrophages en AIC et de crayons inertes en acier. Les coeurs des
réacteurs du parc francais sont équipés de 32 a 36 grappes de commandes réparties, par
quadruplets de grappes grises ou de grappes noires, en 4 ou 5 groupes différents. L’ordre
dans lequel se déplacent ces groupes est préétabli en bureau d’étude, via une contrainte

de recouvrement (ou de chevauchement/écartement) fixe, si bien que seuls un ou deux
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actionneurs sont utilisés, en pratique, pour manipuler toutes les grappes.

Les grappes de commandes peuvent répondre rapidement aux changements de réactivité du
ceeur, ce qui les rend adaptées au controle de la température moyenne lors des variations de
charges. Néanmoins, les mouvements effectués par celles-ci perturbent la distribution axiale
de puissance, puisque la réactivité est surtout modifiée dans la région du cceur ou elles se
trouvent. Par exemple, quand une grappe trés neutrophage s’insere dans la partie haute
du ceceur, le déséquilibre axial de puissance et la température moyenne commencent, sans
surprise, par diminuer. En revanche, dés que la grappe arrive dans la partie basse du coeur,
le déséquilibre axial de puissance réaugmente tandis que la température moyenne continue
de diminuer. Le déséquilibre axial de puissance atteint en fait sa valeur minimale lorsque
la grappe est a moitié insérée dans le cceur, la différence de puissance entre ses deux parties
étant alors maximale. Les contraintes de recouvrements auxquels sont soumis les groupes
permettent notamment d’éviter que les grappes ne déforment la distribution de puissance
du ceeur de fagon irréguliére et imprévisible. Dans I’exemple précédent, le déséquilibre axial
de puissance pourrait continuer de diminuer avec la température moyenne si une deuxieéme
grappe, plus neutrophage, commencait a s’insérer dans la partie haute du cceur au moment
ou la premiere atteignait sa partie basse. En termes de contraintes, cela reviendrait a
imposer que la deuxiéme grappe soit entrainée par la premiere lorsque celle-ci arrive a la
moitié du ceeur.

Par ailleurs, les groupes de grappes ne doivent pas dépasser certaines limites d’insertion,
déterminées en bureau d’étude, afin de garder une réserve suffisante d’anti-réactivité en
cas d’arrét automatique du réacteur, et de limiter 'afflux de réactivité dans le coeur en cas
d’éjection accidentelle d’une des grappes.

Le bore 10 soluble est un puissant poison neutronique présent en petite quantité, sous
forme d’acide borique (H3BOs3), dans ’eau du circuit primaire. La concentration en bore,
exprimée en partie par million (1ppm = 1mgkg™!), peut étre augmentée ou diminuée
en injectant un certain volume d’eau borée (concentration supérieure a 7000 ppm) ou
d’eau claire (concentration nulle) dans le circuit primaire. Un volume d’eau équivalent a
celui injecté sera alors automatiquement retiré du circuit primaire, pour que sa masse,
de l'ordre de 300t, reste toujours constante. Comme ’eau du circuit primaire circule a
un débit avoisinant les 22m?>s~!, le bore soluble est mélangé de facon presque homogene
dans tout le coeur. Ainsi, contrairement aux mouvements de grappes, les variations de
concentration en bore permettent de modifier la réactivité du coeur sans trop perturber
sa distribution axiale de puissance. Néanmoins, ces variations de concentration prennent
plusieurs minutes a se réaliser, car les solutions d’eau borée et d’eau claire injectées doivent
d’abord traverser le circuit volumétrique et chimique avant de parvenir au circuit primaire.

L’actionneur de bore est donc surtout employé pour contrer I’évolution du xénon apres les
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variations de charge.

Par ailleurs, le bore soluble est également utilisé pour contrebalancer la perte de réactivité
du ceeur, due a I’épuisement de la matiere fissile du combustible nucléaire. Pour ce faire,
la concentration en bore du circuit primaire est lentement réduite, du début a la fin du
cycle d’irradiation, jusqu’a ce que la réaction en chaine ne puisse plus étre entrenue. La
concentration en bore du circuit primaire se situe habituellement autour de 1200 ppm en
début de cycle, contre seulement 200 ppm a 80 % d’avancement du cycle et 10 ppm en toute
fin de cycle. Cette baisse de concentration en bore diminue efficacité des injections d’eau
claire, car la quantité de bore soluble contenue dans 1’eau évacuée du circuit primaire sera
moins importante en fin de cycle qu’en début de cycle.

Cependant, le véritable inconvénient du bore soluble est de dégrader le coefficient de tem-
pérature du facteur de multiplication effectif. En effet, étant donné que la dilatation ther-
mique de I’eau du circuit primaire augmente la distance entre les molécules d’acide borique,
une élévation de la température du cceur entrainera une diminution de la fréquence des
captures neutroniques du bore, autrement dit, une augmentation de la réactivité. Par
conséquent, il existe une concentration en bore limite au-dela de laquelle le coefficient

de température du facteur de multiplication effectif est susceptible de devenir positif.

1.3.3 Présentation des modes de pilotage de Framatome

Plusieurs systémes de commande du coeur, communément appelées modes de pilotage dans
I'industrie nucléaire, ont été développés, validés, voire installés sur site par Framatome. La
principale mission d’'un mode de pilotage est de veiller & ce que la température moyenne du
circuit primaire et le déséquilibre axial de puissance du coeur restent constamment a ’intérieur du
domaine spécifié par les conditions limites d’exploitation, et ce, pour I’ensemble des transitoires
indiqués dans le cahier des charges de I'exploitant. En complément de cette exigence, les modes
de pilotage les plus avancés permettent a la turbine de revenir rapidement et sans préavis a
un niveau de puissance souhaité, choisi apres la baisse de charge par 'opérateur, sans que les
variables d’intérét ne sortent du domaine de fonctionnement autorisé. Trois modes de pilotage

sont actuellement utilisés en France ou a 1’étranger :

1) Le mode A est le mode de pilotage le plus simple et le plus répandu a travers le monde. Il
s’agit également du mode de pilotage le moins flexible, celui-ci ayant été concu a 'origine
par Westinghouse pour les centrales fonctionnant en base, c’est-a-dire pour les centrales
dont la turbine reste & puissance nominale afin d’assurer la base de la production d’élec-
tricité. En France, le mode A est utilisé sur les 4 réacteurs 900 MWe du palier CPO0 et sur
les 4 réacteurs 1450 MWe du palier N4.

Le cceur d’un réacteur piloté en mode A est équipé de 4 groupes de grappes lourds, consti-

tués chacun de deux quadruplets de grappes noires, reliés entre eux par une contrainte de
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FIGURE 2.16 — Réponses temporelles de la température moyenne et du déséquilibre axial de
puissance a une insertion en rampe du groupe de grappes P1, sans recouvrement avec les autres
groupes, et & une augmentation en rampe de la concentration en bore (I’anti-réactivité apportée
par les deux actionneurs étant presque équivalente).

recouvrement fixe. Ainsi, contrairement aux modes de pilotages plus flexibles, le mode A ne
possede qu’un seul actionneur de grappes, dédié exclusivement a la régulation de tempéra-
ture moyenne. Pendant les variations de charge, les changements de température moyenne
induits par les contre-réactions neutroniques déclenchent automatiquement 1’insertion ou
Iextraction des grappes de commandes dans le cceur. Celles-ci continuent de bouger apres
les variations de charge, en raison des changements de température moyenne induits par
I’évolution du xénon. Ces mouvements de grappes perturbent trés fortement la distribu-
tion axiale de puissance du cceur, et doivent étre atténués manuellement par I'opérateur
en ajustant la concentration en bore du circuit primaire. Plus précisément, 'opérateur
doit compenser les variations de température moyenne par des injections bien planifiées

d’eau borée (des « borications ») ou d’eau claire (des « dilutions ») pour éviter, autant
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que possible, que les grappes ne bougent. L’obligation de recourir aux dilutions et aux
borications pour réguler le déséquilibre axial de puissance limite la vitesse des variations
de charge & environ 2 %PNmin~! en début de cycle, car les débits utilisés pour injecter les
solutions d’eau borée et d’eau claire ne sont pas illimités. De plus, comme la concentration
en bore du circuit primaire diminue progressivement au cours du cycle d’irradiation, les
dilutions deviennent de moins en moins efficaces au fil du temps, ce qui limite la vitesse
des reprises de charge & seulement 0.2 %PN min~! & partir de 80 % d’avancement du cycle.
Les vitesses des variations de charge sont encore bien plus faibles en pratique, car il peut
étre délicat pour 'opérateur de réguler correctement le déséquilibre axial de puissance du
fait de l'inertie de 'actionneur de bore. Par ailleurs, 'opérateur doit étre suffisamment
expérimenté pour contrer I’évolution du xénon apres chaque variation de charge.

2) Le mode G a été congu afin de permettre aux centrales nucléaires frangaises de fonctionner
efficacement en suivi de charge. De ce fait, une nouvelle exigence est de garantir que la
turbine soit toujours en mesure de revenir rapidement & son niveau de puissance nominal
apres une baisse de charge. En France, le mode G est utilisé sur les 28 réacteurs 900 MWe
du palier CPY, ainsi que sur les 20 réacteurs 1300 MWe des paliers P4 et P’4.

La principale différence entre le mode A et le mode G est que les groupes de grappes
sont dorénavant séparés en deux blocs fonctionnels distincts, capables de se déplacer in-
dépendamment 'un de 'autre. Le premier bloc fonctionnel est composé d’un seul groupe
lourd, constitué de deux quadruplets de grappes noires, dont la position est calculée par
la régulation de température moyenne. Le second bloc fonctionnel est composé de deux
groupes légers, constitués respectivement d’un et de deux quadruplets de grappes grises,
et de deux groupes lourds, constitués chacun de deux quadruplets de grappes noires. La
position de ces 4 groupes peut étre déterminée de fagon univoque a partir d’'une unique
position cumulée, ceux-ci étant liés par une contrainte de recouvrement fixe minimisant
I'influence des mouvements grappes sur la distribution axiale de puissance. La position cu-
mulée des groupes du second bloc fonctionnel suit alors automatiquement un programme
d’insertion de référence, qui évolue en fonction de la puissance relative de la turbine. Ce
programme d’insertion de référence est calibré périodiquement sur site, de telle sorte que
Pextraction des groupes, dits de compensation de puissance (GCP), permette a elle seule de
compenser 'impact des contre-réactions neutroniques sur la température moyenne lorsque
la turbine retourne a son niveau de puissance nominal. La flexibilité des réacteurs s’est
donc nettement améliorée en mode G, la vitesse des variations de charge pouvant désor-
mais atteindre 5 %PNmin~! du début & la fin du cycle. Toutefois, étant donné que le
calibrage du programme d’insertion n’est jamais parfait, le groupe lourd du premier bloc
fonctionnel peut parfois étre sollicité par la régulation de température moyenne lors des

reprises de charge. Dans ce cas, 'opérateur doit ajuster manuellement la concentration en
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bore du circuit primaire, comme en mode A, pour éviter que les grappes ne perturbent la
distribution axiale de puissance. L’opérateur doit également contrer 1’évolution du xénon
apres les variations de charge, par le biais de dilutions ou de borications appropriées.

3) Le mode T est le dernier mode de pilotage ayant été congu par Framatome, a destina-
tion des réacteurs 1650 MWe de type EPR. A la différence du mode A et du mode G, il
s’agit d’'un mode de pilotage entierement automatisé, capable de réguler simultanément
la température moyenne et le déséquilibre axial de puissance sans aucune intervention de
l'opérateur. Les vitesses de variation de charge atteignables en mode T sont identiques a
celles du mode G, & savoir 5 %PNmin~! en début et en fin de cycle, bien que la puissance
nominale de la turbine soit plus importante qu’auparavant. Pour y parvenir, les groupes
de grappes sont de nouveau séparés en deux blocs fonctionnels indépendants, notés Ppank
(P comme Power) et Hpank (H comme Heavy), le premier étant assigné a la régulation
de température moyenne et le second & celle du déséquilibre axial de puissance. Une des
particularités du mode T est que la composition de ces blocs fonctionnels change & mesure
que les groupes s’inserent dans le coeur.

En effet, le coeur d’un réacteur piloté en mode T est équipé de 5 groupes de grappes Py, P,
P3, P4, P5, numérotés par ordre d’efficacité croissante. Pour le réacteur EPR de la centrale
de Flamanville (FA3), les groupes P; et Py sont constitués respectivement d’un quadruplet
de grappes grises et d’'un quadruplet de grappes noires, le groupe P3 d’'un quadruplet de
grappes noires et d’'un quadruplet de grappes grises, le groupe P4 de deux quadruplets de
grappes noires, et le groupe P5 de trois quadruplets de grappes noires. L’affectation des

groupes P; a P5 aux blocs fonctionnels Ppani et Hpank obéit aux regles suivantes :

a) Tout d’abord, lorsque les grappes se trouvent dans la partie haute du coeur, Ppank est
composé uniquement du groupe P1, et Hpani des autres groupes Py a Py restant.

b) Puis, lorsque I’écartement maximal entre les groupes Py et Pa est atteint, le groupe
P5 se désolidarise de Hyank pour rejoindre Ppank.

¢) De méme, les groupes P3 et P4 passeront & leur tour de Hpank & Ppank lorsque 1’écar-
tement maximal entre les groupes Py et P3, puis P3 et P4, sera atteint.

d) Enfin, lorsque les grappes se trouvent dans la partie basse du cceur, Ppank est composé

des groupes Py a Py, et Hpanie du seul groupe P5 restant.

L’écartement maximal autorisé entre deux groupes de grappes consécutifs P; et Pj;q est
légerement inférieur a la moitié de la hauteur du coeur (205 sur 420 pas), ce qui permet
de réduire efficacement les perturbations causées par le bloc Ppank sur la distribution
axiale de puissance, tout en conservant une efficacité suffisante pour réguler la température
moyenne. Apres une baisse de charge, le mode T permet cette fois-ci a la turbine de revenir
rapidement et sans préavis a n’importe quel niveau de puissance intermédiaire, compris

entre son niveau de puissance actuel et son niveau de puissance nominal. Pour ce faire,
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1. Physique des réacteurs pour l'automaticien

Baisse de charge P_bank _~| mouvements de Hy,,, pour

réguler le déséquilibre axial

1P2P3 .

P1P2P3P4P5

1

—— — — ;
Hba”k Hbank 1 Hbank bank

A
' A écartement écartemept
max P1/P2 max P2/R3
- =~ Y5 coeyr

! =~ 15 coeur !

1 |

100 %PN :> 85 %PN :> 50 %PN :> 30 %PN

Puank : F€gule la température moyenne
Hpank © Fégule le déséquilibre axial de puissance
(Hpank €St composé des groupes Pi qui n’ont pas encore rejoint Py,.,)

FIGURE 2.17 — Illustration du changement de composition des blocs fonctionnels Ppani et Hpank
lors d’une baisse de charge (figure adaptée de [74]).

la position cumulée des groupes du bloc Ppank suit, & une certaine tolérance pres, un
programme d’insertion de référence semblable a celui des GCP du mode G, qui évolue
en fonction de I’écart entre la puissance relative du coeur et la puissance de consigne a
laquelle 'opérateur souhaite pouvoir retourner. Ce programme d’insertion de référence est
régulierement mis a jour en se basant sur des données déterminées en bureau d’étude (et
non plus expérimentalement, comme en mode G) pour tenir compte de 1’épuisement du
combustible nucléaire. Si la puissance de consigne sélectionnée par I'opérateur est égale a
la puissance nominale de la turbine, I’évolution du xénon sera contrée par des dilutions ou
des borications automatiques afin de maintenir les groupes du bloc Ppank insérés dans le
ceeur. Cette premiere stratégie est optimale en termes de flexibilité, car la turbine pourra
toujours retourner a son niveau de puissance nominal au moment attendu. En revanche, si
la puissance de consigne est égale a la puissance courante de la turbine, alors I’évolution du
xénon sera contrée par l'insertion ou 'extraction automatique des groupes du bloc Ppapk.
Cette seconde stratégie est optimale en termes d’économie d’effluents, car les volumes d’eau
borée ou d’eau claire injectés dans le circuit primaire pendant le palier bas seront nuls.
Une stratégie intermédiaire sera adoptée pour contrer 1’évolution du xénon si la puissance

de consigne est située entre la puissance courante et la puissance nominale de la turbine.
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Chapitre II — Modélisation pour la commande des réacteurs & eau sous pression

TABLE 2.3 — Résumé des caractéristiques des modes de pilotage de Framatome.

Mode A Mode G Mode T
Groupes 4 groupes nommés D, 5 groupes nommeés R, 5 groupes nommeés P1,
de C, B, A tous constitués || G1, G2, N1, N2 chacun || P2, P3, P4, P5 chacun
grappes de 2x4 grappes noires. constitués de : constitués de (FA3) :
2x4 grappes noires, 1x4 grappes grises,
1x4 grappes grises, 1x4 grappes noires,
2x4 grappes grises, 1x4 grappes grises et
2x4 grappes noires, 1x4 grappes noires,
2x4 grappes noires. 2x4 grappes noires,
3x4 grappes noires.
Blocs 1 unique bloc composé 1 bloc composé du seul || 2 blocs Ppank €t Hpank
fonction- des 4 groupes D, C, B, groupe R. dont la composition
nels A. 1 bloc composé des 4 change avec I'insertion
groupes G1, G2, N1, des groupes :
N2 de compensation de || Ppank est composé du
puissance. groupe P1 et de ceux
n’ayant pas encore
rejoint Hypank.
Hp.nk est composé du
groupe P5 et de ceux
ayant quitté Ppapy.
Controle Insertion/extraction Insertion/extraction Insertion/extraction
de PACT || automatique des automatique du groupe || automatique des
groupes D, C, B, A. R. groupes du bloc Ppani,
ou des groupes du bloc
Hp.nk quand ceux du
bloc Pyank doivent
rester insérés pour
pouvoir remonter sans
préavis en puissance.
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2. Modélisation du réacteur @ eau sous pression

Controle Dilution/borication Dilution/borication Insertion/extraction
de ’AO manuelle afin de manuelle afin de automatique des
modifier indirectement modifier indirectement groupes du bloc Hpany,
la position des groupes la position du groupe R || ou dilution/borication
en faisant varier PACT. || en faisant varier 'ACT. || automatique quand les
groupes du bloc Pk
sont en haut du coeur
ou que ceux du bloc
Hypani doivent réguler
I'ACT.
Retour Impossible, car les Possibilité de retourner || Possibilité de retourner
instan- mouvements des sans préavis au niveau sans préavis au niveau
tané en grappes noires de puissance nominal de puissance de
puissance || perturbent trop ’AO. grace a 'extraction consigne en contrdlant
automatique des GCP. le niveau d’insertion
des groupes du bloc
Phank-
Vitesse Lentes, car dilutions et || Rapides, car ’AO peut || Rapides, car ’AO peut
des borications obligatoires || étre controlé par des étre controlé par des
variations || pour contrdler ’AO mouvements compensés || mouvements compensés
de charge || lors des variations de du groupe R et des des groupes des blocs
charge. GCP. Prank €t Hpank.

2 Modélisation du réacteur a eau sous pression

Les systémes de commande du coeur présentés dans cette these ont été congus puis réglés
en s’appuyant sur un modele de réacteur multi-mailles non-linéaire. L’avantage de ce nouveau
modele, comparé au modele de réacteur point non-linéaire élaboré dans la thése précédente [70],
est qu’il permet de représenter le comportement de la distribution axiale de puissance du coeur de
fagon beaucoup plus directe et intuitive qu’auparavant. En effet, puisque le coeur du réacteur de
I’ancien modele se réduisait & un point, son déséquilibre axial de puissance devait étre reconstruit

de facon empirique a partir d’autres variables d’état :

dAO(t) 1 in
S = (- A0(0) + K (Tlt)) Tit) + K28 (T (1)) T 1) 0.22)
+ Kfo (Pbank(t))Pbank(t) + Kﬁ) (Hbank(t))Hbank(t)) )
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’objectif de cette these était d’améliorer la flexibilité des réacteurs nucléaires a eau sous
pression afin de répondre aux futurs besoin du réseau électrique. La principale contribution a
été de concevoir un nouveau systéme de commande du cceur en combinant un algorithme de
commande prédictive non-linéaire avec la régulation de température déja existante sur le mode T,
le dernier mode de pilotage élaboré par Framatome. Pour ce faire, un modele de réacteur multi-
mailles de complexité juste et nécessaire a été développé pour servir de support a la synthese des
lois de commande. Ce modele, d’ordre relativement élevé, reste néanmoins compliqué a controler,
celui-ci étant composé de nombreuses équations différentielles non-linéaires, aux dynamiques tres
disparates et sujettes aux phénomenes de retard. De ce fait, la méthodologie de conception des
algorithmes de commande prédictive a dii étre étudiée en profondeur pour lever les verrous
techniques rencontrés. Les différentes étapes de cette méthodologie ont été clairement identifiées
et présentées en détails dans le manuscrit. Plusieurs systeme de commande ont par ailleurs
été concus avant d’arriver a la solution proposée. Ces travaux intermédiaires ont permis de
progressivement prendre en main et de mettre en pratique les outils et méthodes de conception
avancées utilisés, et permettent d’envisager différents niveaux d’automatisation. La solution
ainsi élaborée a ensuite été comparée en simulation au mode T. Les résultats obtenus montrent
que le nouveau systéme de commande est capable de contréler le cceur du réacteur dans des
situations trés complexes, qui mettent le mode T en difficulté. Celui-ci permet notamment de
conserver une flexibilité importante en fin de cycle, lorsque la marge de manceuvre du réacteur
est fortement limitée, ce qui n’est pas le cas du mode T. La démarche conceptuelle adoptée
est suffisamment lisible et systématique pour que le nouveau systéme de commande puisse étre

configuré rapidement en cas de modification du cahier des charges.

Cependant, plusieurs aspects peuvent étre encore approfondis avant de parvenir a une solu-
tion réellement industrialisable. Tout d’abord, un observateur d’état pourrait étre congu pour
reconstruire les variables d’état non mesurables du modéle. Des premiers travaux sur l’estima-
tion & horizon mouvant ont été obtenus en 2022 dans une autre thése en cours de réalisation
a Framatome [79]. Puis, une action corrective pourrait compléter le schéma de compensation
du délai de transmission incorporé a 'algorithme de commande prédictive afin d’améliorer sa
robustesse vis-a-vis du délai de calcul. Il pourrait également étre judicieux de mettre au point
une stratégie de repli si jamais le solveur d’optimisation ne réussissait pas a trouver de solution
pertinente dans le temps imparti. Enfin, un étage prédictif long terme pourrait étre ajouté au

contréleur hiérarchisé afin de s’assurer que le transitoire de suivi de charge demandé a la turbine
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peut étre réalisé a I'avance sans sortir des conditions limites d’exploitation. Ce dernier aspect
est particulierement important en fin de cycle, puisque la marge de manceuvre dont dispose le

réacteur est infime.
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