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PROPRIETE ZERO-STOCK POUR ULS-BFR

YUAN BIAN

RiESUME. Dans ce document, nous essayons de regarder comment prouver la
propriété Zéro-Stock dans le cas de la minimisation du BFR.

Cette recherche prend place dans le cadre du projet RCSM dans lequel nous
essayons de proposer des méthodes d’optimisation capable de générer des plans de
production minimisant le BFR. Dans un premier temps, une fonction générique
modélisant le BFR a été établie et validée : cette fonction permet de déterminer
le BFR générer par un plan de production. Dans un second temps, cette fonction
a été implantée dans un modele de base pour la planification de la production. Le
but de ce <« working paper > est de tenter d’établir une propriété structurelle forte
pour ce modele dont pourront découler des méthodes d’optimisation efficaces.

1. RAPPEL DE LA MODELISATION

Dans un premier temps, nous rappelons le modele permettant de minimiser le
BFR dans un cadre mono-niveau, mono-produit et a capacité illimitée. Le tableau
1 présente les parametres utilisés par le modele.

Parametre | Définition
T Longueur de I’horizon
Dy Demande pour la période ¢
h Cout unitaire de stockage
P Cotit unitaire de production
S Cott fixe de lancement
a Colit unitaire d’achat de matiere premiere
Te Délai de paiement client
T¢ Délai de paiement fournisseur

TABLE 1. Parametres du modele

Dans la suite, nous supposerons que tous ces paramétres sont positifs ou nuls.
Le tableau 2 définit ’ensemble des variables utilisées par le modele.
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Variable ‘ Définition
Q¢ Quantité produite a la période t

Xk Quantité produite & la période ¢t pour satisfaire une partie
de la demande Dy,
Y: indique s’il y a eu lancement de production a la période ¢

TABLE 2. Variables du modele

Le modele de planification de la production mono-niveau mono-produit a capa-
cité infinie minimisant le BFR (ULS-BFR) peut se formuler de la facon suivante :

Minimiser BFR = BFRproq + BF Rigne + BF Rochat + BF Rgtock (1)

T T
BFRproa = Y Y pXyn(k+1c—1)
t 1 k t
sY;
BFRigne = Z Z 71)(15 k(k +7e— t)
= Qe+ (1-Y)
BF Rachat = Z Z aXop(k+re— (t+77))
t=1 k=t
T T
X(ULS-BFR) | BFRypoor = » > hXp(k —1)
t=1 k=t
T
Qe = ZXt,k Vit e [1,T]
Xtk < DY, V(k,t) € [1,T)?
Yt < Qi vt € [1,T]
Zth_Dt vt e [1,T]
th>0 Y, € {0,1} V(k,t) € [1,T)

La fonction objectif (1) consiste & minimiser la somme de toutes les composantes
du BFR. L’équation (2) définit le BFR généré par la production, alors que I’équation
(3) calcule celui généré par les lancements en production. L’équation (4) évalue le
BFR concernant l’approvisionnement et 1’équation (5) celui relatif au stock. La
relation (6) calcule la quantité fabriquée durant une période et les équations (7) et
(8) définissent lorsqu’il y a lieu de lancer en production. La relation (9) assure que
la demande sera bien servie dans les temps et les équations (10) sont les équations
d’intégrité et de positivité.

Notation. Pour un plan de production P vérifiant X (VES-BFR) pous noterons
BFR(P) son évaluation via la fonction objectif

(10)
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2. CONJECTURE ZERO-STOCK (ZIO)

Definition. Nous dirons qu’un plan vérifie la condition zéro-stock (ZIO) si et seule-
ment s’il n’y a production qu’a stock nul. En utilisant nos notations, cela s’écrit :

t

Qt X [i (zT: Xk,l>‘| =0 vVt € [Q,T]

k=1 \lI=t

En d’autres termes, cela s’écrit

Q>0 = X =0 V(k, 1) €1, —1] x [t,T)]
X >0 = Q+=0 vVt e [k+1,1]

Conjecture. Il existe un plan P* € X (ULS-BFR) wérifiant la propriété zéro-stock
tel que

BFR(P*)= min BFR(P)
Pe X (ULS-BFR)

Idée de preuve. On suppose qu’on a un plan (P) € X (ULS-BFR) ne wérifiant pas
(ZIO) et on essaie de montrer qu’on l'améliore au regard de la fonction objectif en
le rendant progressivement (ZI0).

Soit (P) € X(VLS-BFR) ne vérifiant pas (Z10). Notons que (¢,m,n) € [1,T]° est
un triplet tel que m <t < n et une violation de la propriété se trouve a la période
t, c’est-a-dire, @ X Xy, > 0, (on fabrique & nouveau des produits quand le stock a
la période t n’est pas encore zéro.) De plus, on supposera que la violation de la pro-
priété Z10 se trouve dans plusieurs périodes sur I’horizon de planification avec (P).

Considérons le plan (P’) déduit de (P) de la maniére suivante :

Xy o= Xk V(k, 1) € [1,T)* — {(m.n), (t.n)}

X,.,.,=0

m,n

Xt,,n = Xt,n + Xm,n
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Par construction, (P') € X (ULS-BFR) ot on y trouve une violation de la propriété
de moins par rapport le nombre de violations trouvés dans le (P). Maintenant, il
faudrait arriver & prouver que BFR(P) — BFR(P') > 0. Pour cela, raisonnons
composante par composante.

SN oK — Xy ) (ke —t)

=1 k=t
[men(n + e — m) - Xm,n(n +re— t)]
Xm t— m) >0

BF Ryr0d(P) — BF Rpyroa(P")

(1|
"O”

3

)

BFRacnat(P) — BF Rychat(P') = a(Xep — X )k + 70— (t+77))

[M]=
[M]=

o~
Il

1
= aXma(n+re—(Mm+rys))

—aXmn(n+re—(t+75))
= aXpn(t—m) >0

ko
Il
&

Il
[M]=
[M]=
=
=
>
>
T
=
=

BFRstock(P) - BFRstock:(P/)

t=1 k=t
= hXmn(n—m)— X, n(n—1)]
= hXpa(t—m) >0

Ces trois composantes ne posent manifestement pas de probleme puisqu’elles
sont positives.

L& sYX
BF Rigne(P) = BFRigne(P') = >3 2t (ki + 7, — 1)

Comme les deux plans sont identiques pour toutes les périodes exceptées aux
périodes m et t 'expression se simplifie comme suit :
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, % Xm .
BF Rigne(P) = BFRigne(P') = ) oYy (k+7c—m)
k=m

SYtXt k

Qt+ 1-Y,) (ktre—1)

Z

T Y, X 1
k;nQ+—1_}/)(k+7"c_ )
T

e

k=

sY th
(k+r.—1)
Yy)

Qy+
d Y, ka Ymek
kzs Qm 1_Y’m)7Qm+(1_Ym) (k+r(:7m)

t

Partiel
Y Xo ke Y;S/X;k
+ - = s k+r.—t
Z (@tﬂyg Qra-vy) ey

Partie2

Evaluons la Partie 1. Deux cas peuvent se présenter :
Cas 1: Q = (. Dans ce cas

d Yme,k Ymek
ZS(Qm+<1Ym>‘Qm+<1Ym> (bremm) =
a ka

s ~(k+r.—m) >0
2.7, ¢ )

=m

Cas 2: Q,, > 0. Dans ce cas

Q-7

e

k=m m

T
Yme k Yme k
s : k+r.—m) =
k:Zm (Qm + (1 - va) ) ( )

QmSQm ET: ( m’kQ;n - X;n,ka) (k+re.—m) =

k=m
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Cas 2 (suite) :

t—1
ﬁ [Xm,nQ/m(n +7e—m)+ Z (Xm,kQ;n - X;kam) (k+r.—m) _

k=m i

t—1
ﬁ [Xm,ncz;n(n tre—m)+ D Xpnk(@p — Qu)(k+re—m)| =

k=m |
s t—1 b
W le,7sz(n +re — m) - Z Xm,ka,n(k +re— m) =
mxm k=m i
t—1 b
Xmn /
i : lQm(n—l—rc—m)— ZXm’k(k—&—rc—m) =
QQO k=m |
SX t—1 t—1 b
lZka n+rpfm)fZmek(k+rCfm) =
QmQ k=m i
t—1
sXmn
Xm7k n—=k >0
QQO kz;n ( )

Ainsi, la Partie 1 ne pose pas de probleme car elle est positive. Evaluons la Partie
2:

T 7 ’
Y Xk Yy X

k41 —

Zf(@w 0% Q+(i- t)>(” "

T !
Zs(jg’k —)Z;} )(k+rc—t)

~

0@, 2Kk~ K@) =
5 — ,
0.0 > (th Qi + Xm,n) —Xt’th> (k+r.—1t) =
T
T
S ’
7 Xk Xmon Xep — X k4+r.—t) =
0.Q, ;( 1k Xmn + Qe( Xtk tk)) (k+r )
T
& ( lZ(Xt,ka,n)(k + 7, — t)} — QXN +7e — t))
t\ Le=t

ce qui va poser manifestement probléeme est la quantité :
sXmn(n+r.—1)
Q

Examinons deux cas possibles :
’
Cas A: @, > Q. Nous avons donc

$Xmn(n+1re—1) - sXman(n+r.—1)
Q; Qm
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Et essayons de comparer cette quantité a la Partie 1
Cas 1: @Q,, =0. Dans ce cas

X
Partie 1 = Zs m’k(k—i—rc—m)

= Qm
T
Xm
S s E (e —m) =
= Qm
T
Xm an
Z s ’k(k—i—rc—m)—i—si’(n—l—rc—m) >
k=m,k#n Qm Qm
sXm,n( n ) >
n+r.—m) >
Qm
sXmn
—n+r.—t
0. ¢ )

Dans ce cas, Partie 1 + Partie 2 sera une quantité positive.
Cas 2: @,, > 0. Dans ce cas

s X t—1
Partie 1 = ——"=" " X, x(n — k)

QQO k=m
t—1
sX
T Xmi(n—k) >
QQO k=m
t—1
sX
e Xpmp(n—t) >
ot 2
Xm n
8@7*(” _ t) >
m
sX,
(21) 7rIL,n (n . t)
Qy
De plus on a :
s T
Yl (Xt,k:X'm,n)(k' +7re — t) >
QtQt (kz_:t ¢
T
sX
~ Xerw(k+re—1) >
QtQt (kz—:t
T
sX,
~ Xept+re—t)| >
QtQt (;
T
STcXm n
QtQt (; t7k>
(‘Xm n
(2.2) STe ;
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donc

(2.1) 4 (22) = SXQﬂ(n —t+re)

Dans ce cas, Partie 1 + Partie 2 sera une quantité positive.

Cas B : Q; < Q- On distingue & nouveau les deux cas de la partie 1 :
Cas 1: le = 0. Impossible car mécaniquement Q; > Qm-
Cas2: Q,, >0.

La partie 1 s’écrit :

Q):;Q n—t+1) ZXM >
St 1)Q), >
Sg::”(n—wn

La partie 2 s’écrit :

T
Q%Q/ <[Z(Xt7kavn)(k tre— t)] - Qt m,n 7’?, +7re — t

sXm
Xepk+re—t Qi(n+r.—t >
it ([0 o)
T
sXm.n
v Te X,k: Q n+rc_t >
sXmn
o (reQe — Qe(n+re —t >
0, (reQe — Qu( )
_San
7,7 n—t Z
aQ (n—1)
—sXm.n
- n_t
o (n—t)
Ainsi
Partie 1 + Partie 2 >
SXm,n( t—|—1)—|— *SXm,n( t) >
—(n — ——(n—
Qm Qm -
5Xmn
: >0
Qm

Donc partie 1 + partie 2 est positif.
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Résumé des cas traités :
Cas A : Q; > Qm.
Q.,,=0: Ok!
Q.,, >0 : Ok!
Cas B : Q; < Qm-
Q;n =0 : Ok car impossible
Q. >0 : Ok!

Avec la démonstration ci-dessus, on montre que la fonction objectif est améliorée
en élimination une violation de la propriété (Z10). Pour la méme raison, on peut
toujours 'améliorer 8’il y a encore des violations de (ZI0). Donc, on en déduit que
le plan qui respecte la propriété (ZI0) est le plan optimal dans ce cas.
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